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Introduction générale
L’écoulement d’un fluide est décrit par l’hydrodynamique, qui le représente comme un
milieu continu. Pour connaître complètement le champ de vitesse, il faut une condition
limite qui traduit son comportement sur une paroi solide. Si la condition de non-glissement
généralement adoptée, qui suppose la vitesse relative liquide-solide nulle, est très robuste,
elle n’en demeure pas moins un postulat de l’hydrodynamique. La question de son origine
et de sa validité a été posée, dès la naissance de ce domaine, par des fondateurs : Navier
[26] puis Maxwell [25] ont proposé de remplacer la condition de non-glissement par la





où la grandeur introduite, b, est la longueur de glissement, ut est la composante de la
vitesse parallèle à la paroi et x3 la position dans la direction normale à la paroi. Dans
cette expression, la longueur de glissement b s’interprète comme la profondeur (à l’intérieur
du solide) à laquelle l’extrapolation linéaire du profil de vitesse s’annule. La condition de
non-glissement correspond ainsi à la limite b = 0.
Dans la plupart des modèles théoriques de la mécanique des fluides et en théorie de la
lubrification, la condition de non-glissement aux parois constitue une condition aux li-
mites satisfaisante. Pourtant la mise en évidence expérimentale de glissement aux parois
a conduit à remettre cette hypothèse en question de plus en plus fréquemment lors de la
dernière décennie [27]. Des travaux théoriques prospectifs visent actuellement à optimiser
la déviation de l’écoulement et minimiser le frottement en jouant sur des alternances de
zones de glissement et de non-glissement [33], [34], [35] .
Le phénomène de glissement à la paroi est fréquemment rencontré pour les fluides po-
lymères [37], pour lesquels ce glissement est souvent assimilé à un glissement apparent,
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Fig. 1 – Écoulement avec glissement sur la paroi où b > 0 est la longueur de glissement,
ut la vitesse de glissement, qui correspond à (1), et u1 la vitesse le long de la paroi.
Dans les techniques de séparation en chimique analytique (fractionnement flux-force FFF
et chromatographie hydrodynamique) [28], la présence de glissement peut réduire la dis-
persion hydrodynamique due au gradient de vitesse entre le centre et la paroi du canal,
cette dispersion étant a priori néfaste pour la séparation des particules [29]. La présence
ou non de glissement à la paroi joue également un rôle important dans le cadre d’écoule-
ment au voisinage de milieux microporeux (condition à la limite de glissement de Beavers
et Joseph [30]).
L’étude physique montre bien l’importance des conditions aux limites qui sont la base
essentielle pour déterminer un écoulement. D’autre part chaque écoulement doit être bien
décrit par des équations du mouvement. On s’intéresse ici uniquement aux fluides newto-
niens. Le rapport entre les forces d’inertie et de viscosité peut varier d’un écoulement à
un autre, et pour un écoulement donné, d’un point à l’autre du champ. La prépondérance
relative de l’une ou l’autre de ces forces dépend de la valeur du nombre de Reynolds.
Le nombre de Reynolds donne à chaque écoulement sa spécification. Le nombre de Rey-
nolds est très petit devant l’unité, Re ≪ 1, pour l’écoulement relatif à des particules
3sub-microniques ou microniques.
Dans le cas où ce paramètre est globalement petit, l’écoulement est de type "rampant"
et relève d’un modèle spécifique. Pour un fluide newtonien, ce modèle correspond à une
forme simplifiée linéarisée du modèle de Navier-Stokes, connue sous le nom des équations
de Stokes que nous allons examiner dans ce travail.
Il s’agit alors de résoudre les équations de Stokes (2) et (3) où u et p sont la vitesse et la
pression du fluide de viscosité dynamique µ :
µ∇2u = ∇p, (2)
∇ · u = 0. (3)
Ce travail examine le transport de petites particules dans un tel écoulement avec paroi.
Pour assurer que les interactions entre particules soient négligeables, on suppose que la
suspension des particules est suffisamment diluée (faible fraction volumique). Par suite,
on s’intéresse ici à l’étude d’une seule particule, en particulier dans un écoulement de
cisaillement parabolique, près d’une paroi sur laquelle s’applique une condition de glisse-
ment.
Les problèmes d’écoulements autour de particules sphériques en mouvement de transla-
tion et de rotation au voisinage d’une paroi plane avec condition de non-glissement ont
été résolus dans différents articles : Dean et O’Neill [5] ont utilisé la méthode des coor-
données bisphériques dans le cas d’une sphère en mouvement de rotation au voisinage
d’une paroi plane, puis O’Neill [3] a repris le même problème mais en considérant le cas
du mouvement de translation. Goldman et al [20] ont utilisé la théorie de la lubrification
dans le cas où la distance entre la sphère est la paroi est petite par rapport au rayon de
la sphère. Le même problème a été repris et reformulé par O’Neill et Stewartson [22] puis
par Perkins et Jones [23] qui ont effectué des corrections sur les solutions précédentes.
Une expression formelle de la fonction de Green pour une paroi plane avec glissement a
été présenté par [36], mais seul un développement asymptotique de cette fonction a été
exploité numériquement.
Le problème d’une sphère qui se translate perpendiculairement à la paroi glissante a été
résolu par la méthode de la solution fondamentale en distribuant des singularités à l’in-
térieur de la sphère [43]. Les résultats ne correspondent pas à ceux de [8] aux petites
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distances ; notons que les résultats de [8] seront par ailleurs corrigés dans ce mémoire.
Les problèmes de translation et de rotation d’une particule sphérique dans un fluide au
repos avec glissement de ce fluide sur la paroi ont été résolus par Davis et al [19].
Pour le cas du non-glissement, le cas où la sphère est maintenue fixe dans un écoulement
de cisaillement au voisinage d’une paroi plane a été étudié par Goldman et al [21] puis
par Tözeren et Sakalak [24] qui ont traité le problème avec la méthode des coordonnées
bisphériques. Ces calculs ont été repris avec précision dans la thèse de Chaoui [17] et dans
Chaoui et Feuillebois [18] .
Le problème pour une sphère dans un écoulement parabolique près d’une paroi avec non
glissement du fluide sur la paroi a été considéré par Pasol [1] et Pasol et al [6].
Le cas où la particule sphérique est animée d’un mouvement de translation et de rotation
dans un écoulement de cisaillement au voisinage d’une paroi plane avec condition de glis-
sement du fluide sur cette paroi est étudié par Loussaief [2], Feuillebois et al [32] Luo et
Pozrikidis [31].
Le cas d’une particule sphérique dans un écoulement parabolique avec glissement à la
paroi n’a pas été traité a notre connaissance.
Dans cette thèse il y a deux parties :
La première partie, constituée de deux chapitres, concerne le problème d’une particule
sphérique fixée dans un écoulement parabolique au voisinage d’une paroi sur laquelle
s’exerce une condition de glissement. On suppose qu’il n’y a pas de glissement sur la
particule. Le nombre de Reynolds est très petit devant 1 et les équations de Stokes s’ap-
pliquent. Le même problème mais sans glissement ni sur la particule ni sur la paroi est
étudié par [1]. Ces résultats nous permettent de donner des tables de comparaison pour
le cas d’une longueur de glissement nulle. Résoudre le problème de l’écoulement revient à
déterminer la vitesse et la pression perturbées en présence de la particule. Nous utilisons
ici les coordonnées bipolaires. Ceci est traité dans le chapitre 1. On donne des résultats
pour la force totale F et pour le couple total C exercés par le fluide sur la sphère.
Cette approche nous permet aussi de calculer la partie symétrique de dipôle de Stokes :
5le stresslet. Dans le chapitre 2 on calcule le stresslet pour une particule sphérique au
voisinage d’une paroi sur laquelle s’exerce une condition de glissement pour deux écoule-
ments différents : écoulement de cisaillement linéaire et écoulement parabolique. Ensuite
on calcule le stresslet dans le cas de la translation et de la rotation. Puis à la fin de ce
chapitre on présente les expressions asymptotiques de tous les stresslets calculés dans le
cas où la sphère est loin de la paroi.
Dans une seconde partie de cette thèse on utilise une autre méthode pour traiter le pro-
blème d’une particule fixée dans un écoulement parabolique au voisinage d’une paroi sur
laquelle s’exerce une condition de glissement. Ceci en utilisant le tenseur de Green G
calculé au chapitre 3. D’après [11] la vitesse de l’écoulement vérifie une équation intégrale
qui s’écrit en fonction du tenseur de Green calculé. On résout cette équation intégrale par
la méthode des éléments de surface. Ce calcul est détaillé dans le chapitre 4.
Nous montrons que les résultats obtenus par la méthode des éléments de surfaces et par la
méthode des coordonnées bisphériques sont en très excellent accord. Dans le chapitre 5,
on présente des tables de comparaison des résultats calculés pour une sphère par les deux
méthodes. L’intérêt de la méthode des éléments de surface apparaît essentiellement lors de
l’étude de l’influence de la forme de la particule sur les grandeurs physiques (force, couple,
vitesse et stresslet). À titre d’exemple, on traite le problème de l’écoulement parabolique
avec glissement pour une particule ellipsoidale fixe de même volume que la sphère et
d’axe perpendiculaire à la paroi. Nous étendons aussi notre calcul au cas d’une particule
ellipsoidale d’axe incliné par rapport à la paroi.
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Chapitre 1
Sphère maintenue dans un écoulement
parabolique au voisinage d’une paroi
plane sur laquelle s’exerce une
conditiondeglissement
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8 Chapitre 1. Sphère dans l’écoulement parabolique
1.1 Introduction
On considère une particule sphérique maintenue dans un écoulement de cisaillement pa-
rabolique au voisinage d’une paroi plane sur laquelle s’exerce une condition de glissement
de Navier.
Nous déterminons ici l’écoulement du fluide (vitesse et pression) autour de cette particule
en résolvant le problème de Stokes. Le cas où il n’y a pas de glissement sur la paroi est
résolu par Pasol [1], en utilisant la méthode de Goren et O’Neill [4]. Cette méthode fait
intervenir les coordonnées bisphériques et la méthode de séparation des variables. Dans
notre calcul, on utilise la même stratégie que pour l’étude d’une sphère maintenue immo-
bile dans un écoulement de cisaillement linéaire avec condition de glissement sur la paroi
[2].
On écrit les équations de l’écoulement et la condition limite de glissement de Navier sur
la paroi. Ensuite, on exprime la vitesse et la pression, qui sont solutions des équations
de Stokes et vérifient les conditions limites, au moyen des coordonnées bisphériques. Ces
solutions sont exprimées au moyen de fonctions harmoniques qui dépendent de sept séries
de coefficients.
Le problème se ramène alors à la détermination de ces sept séries de coefficients. On verra
dans notre calcul qu’on écrit sept équations pour ces coefficients. Puis par combinaisons
on se ramène à quatre équations pour quatre séries de coefficients. Finalement, on résout
le système linéaire infini par la méthode classique de factorisation LU, avec un programme
MAPLE et un programme FORTRAN qui nous permettent ensuite de produire des ré-
sultats numériques pour les efforts hydrodynamiques (force et couple) qui s’exercent sur
la sphère. On en déduit les vitesses de translation et de rotation d’une sphère libre de se
mouvoir dans un écoulement parabolique.
1.2 Présentation du problème et résolution
1.2.1 Présentation du problème
Soit un fluide visqueux newtonien incompressible limité par une paroi solide, plane et im-
mobile. A ce fluide on applique un écoulement parabolique et une condition de glissement
sur la paroi. On définit (O, x1, x2, x3) un repère orthonormé lié à la paroi, V˜
∞
= kz2ex la
vitesse du fluide et P˜
∞
= 2µkx sa pression où k > 0 est une constante. On considère une
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particule sphérique de rayon a fixée dans ce fluide et on note ℓ la distance du centre de la












Fig. 1.1 – Sphère fixe dans un écoulement de cisaillement parabolique avec une condition
de glissement sur la paroi (x3 = 0).






ρf : masse volumique du fluide,
µf : viscosité dynamique du fluide.
On considère les situations physiques pour lesquelles Re ≪ 1.
Le champs de l’écoulement perturbé (V˜ q, p˜q) satisfait en première approximation aux
équations de Stokes :
(I˜)
{
µf∇˜2V˜q = ∇˜P˜ q,
∇˜ · V˜q = 0.
∗ La condition de non-glissement sur la sphère :
‖ x˜′ ‖= a; V˜q = 0, (1.1)
où x˜
′







la vitesse de l’écoulement non perturbé et v˜q la perturbation
de vitesse de l’écoulement. Ceci donne alors v˜q = −kz2ex sur la sphère.
∗ La condition de glissement de Navier [26] sur la paroi
V˜ qx = b
∂V˜ qx
∂z˜
; V˜ qy = b
∂V˜ qy
∂z˜
; V˜ qz = 0, en z˜ = 0. (1.2)
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où b ≥ 0 est la longueur du glissement.
∗ La condition limite à l’infini : à une distance infinie du centre de la sphère, la vitesse et
la pression du fluide doivent être égales à celles de l’écoulement non perturbé :
‖ x ‖→ +∞, Vq = V∞ = kz2ex et P q = P∞ = 2µfkx. (1.3)
1.2.2 Problème adimensionné
Pour écrire les équations adimensionnées qui correspondent à I˜, (1, 1), (1, 2) et (1, 3), on
définit les grandeurs caractéristiques suivantes :
l∗ = a longueur caractéristique,





On définit la perturbation de pression adimensionnée pq par p˜q = p∗pq et la pression per-
turbée adimensionnée P q par P˜ q = p∗P q.
On note x˜′ = ax′ où x′ est le vecteur position adimensionnel qui repère un point courant
de l’écoulement à partir du centre de la sphère.
La pression du fluide loin de la sphère est P˜∞ = p∗P∞, avec P∞, pression adimension-
nelle.
De même pour les vitesses, on définit les vitesses dimensionnelles (V˜ q, V˜
∞
, v˜q) et les vi-




, v˜q) = v∗(Vq,V∞,vq).
L’opérateur gradient s’écrit ∇˜ = 1
a
∇.
Avec ces adimensionnements, le système des équations de Stokes et des conditions limites
donne le problème adimensionnalisé suivant :
(I)
{
∇2Vq = ∇P q,
∇ ·Vq = 0.
Sur la surface de la sphère :
‖ x˜′ ‖= 1; Vq = 0; vq = −z2ex. (1.4)












Loin du centre de la sphère :
Vq = V∞ = z2ex et P
q = 0. (1.6)
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On notera dans la suite par λ = b
a
la longueur adimensionnelle de glissement sur la paroi.
Pour résoudre ce problème d’écoulement on cherchera la perturbation de vitesse vq et la
perturbation de pression pq.
On utilise les coordonnées bisphériques (η, ξ, φ) qui sont reliées aux coordonnées cylin-
driques (ρ, z, φ) par
ρ = c
sin η
cosh ξ − cos η ; z = c
sinh η
cosh ξ − cos η (1.7)
où α est définie par coshα = ℓ
a
, ξ ∈ [0, α] avec ξ = 0 sur le plan et ξ = α > 0 sur la
surface de la sphère. c une constante sans dimension, η ∈ [0, 2π] et l’angle φ ∈ [0, 2π].




∇ · vq = 0,
‖ x′ ‖= 1, vq = −z2ex en ξ = α,







, 0) en ξ = 0,
vq = 0 à l’infini.
Pour résoudre le système (S) on l’écrit d’abord en coordonnées cylindriques (ρ, z, φ)
∂p
∂ρ




































En prenant la divergence de la première équation de (S) et en tenant compte de ∇·vq = 0,
on trouve ∇2p = 0. La pression est donc une fonction harmonique.
La solution du système (1.8), (1.9), (1.10) et (1.11) proposée par Dean et O’Neill [5]
pour la pression pq et les composantes cylindriques (vρ, vφ, vz) de la vitesse vq a la forme
suivante :








c[U2 − U0] sinφ, (1.14)




[zQ1 + 2cW1] cosφ. (1.15)
Q1, W1, U2, U0 sont des harmoniques sphériques qui s’expriment en coordonnées bisphé-
riques par





















































où µ = cos η et Pn(µ) est le polynôme de Legendre de degré n. An, Bn, Cn, Dn, En, Fn et
Gn sont sept séries de coefficients à déterminer. La forme choisie ici satisfait la condition
de vitesse nulle à l’infini représentée en coordonnées bisphériques par ξ = η = 0.
1.2.3 Résolution
On utilise les conditions limites de l’écoulement pour résoudre le problème, ce qui revient à
écrire sept équations pour les sept séries de coefficients. On suit la même approche que dans
[2]. Parmi nos sept équations, six qui sont identiques à celles obtenues pour l’écoulement
de cisaillement linéaire avec condition de glissement sur la paroi. La première équation se
déduit de la dérivée de l’équation de continuité (1.11), puis après un développement du
calcul on a :
λ
c
(2n+ 1)Cn − λ
c
(n+ 2)Cn+1 − λ
c
(n− 1)Cn−1 − Bn
−(2n + 1)An + (n+ 2)An+1 + (n− 1)An−1 = 0, n ≥ 1.
(1.20)





















(n− 2)Gn−1 + Fn = 0, n ≥ 2.
(1.21)
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λ
4c

















nEn−1 +Dn = 0, n ≥ 0.
(1.22)
La relation suivante est déterminée à partir de la condition limite sur la sphère (1.4), donc
en ξ = α

















)α) cothα± 1. (1.24)
La condition de non-glissement sur la sphère (en ξ = α) a donné vq = −z2ex. On a
ex = cosφeρ − sin φeφ donc
vq = −z2 cosφeρ + z2 sinφeφ = vqρeρ + vqφeφ. (1.25)
Par suite
vqρ = −z2 cosφ et vqφ = z2 sinφ. (1.26)
D’autre part, d’après (1.13) et (1.14) on a
1
2




c[U2 − U0] = z2. (1.28)
Par soustraction de ces deux dernières équations on obtient :
1
2
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En ξ = α on a
−2z2
c
= −2c sinh2 α(coshα− µ) 12 1
(coshα− µ) 52 . (1.33)
On a




2 [1− 2eαµ+ e2α]. (1.34)
D’autre part on a le développement suivant dans la base des polynômes de Legendre pour
r2 > r1 :









Dans notre cas, nous avons r1 = 1, r2 = eα et α > 0 donc r2 > r1 et par suite









En dérivant cette dernière relation deux fois par rapport à α on obtient
















































où sin2 η =1− cos2 η=1− µ2. On a la relation suivante entre les polynômes de Legendre
(1− µ2)P ′n(µ) =
n(n+ 1)
2n+ 1










−(n− 1)n sinh((n +
1
2)α)
(2n− 1) sinhα An−1 +
(n+ 1)(n + 2) sinh((n+ 32)α)
























)α) + En sinh((n+
1
2





(2n− 1) sinhα An−1 +
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On divise ensuite cette dernière équation par cosh((n + 1
2









En utilisant les formules de trigonométrie hyperbolique suivantes :
sinh((n− 1
2
)α) = sinh((n +
1
2






)α) = sinh((n +
1
2

























)α) cothα + 1 = q+n . (1.48)






(n + 1)(n+ 2)
2n + 3
q+nAn+1 −Kn =
Dn + En cosh((n+
1
2
)α), n ≥ 0.
(1.49)
Maintenant, si on somme les relations (1.27) et (1.28) et d’une manière similaire en déve-







nAn−1 = Fn + tanh((n+
1
2
)α)Gn, n ≥ 2. (1.50)
À partir de l’équation de continuité (1.11), on arrive enfin à une septième relation, la
même que dans le problème de l’écoulement de cisaillement linéaire avec condition de





(n− 1)Cn−1 + 1
2
(n + 2)Cn+1 − 1
2






(n− 2)(n− 1)Gn−1 − (n− 1)(n+ 2)Gn + 1
2
(n + 2)(n+ 3)Gn+1 = 0, n ≥ 1.
(1.51)
On a donc obtenu sept relations entre les sept séries de coefficients An, Bn, Cn, Dn, En, Fn
et Gn. Ces relations sont identiques à celles obtenues pour [2], sauf que pour la condition
sur la sphère le terme Kn n’est pas le même. Ceci est dû au fait que sur la sphère on
a vq = −z2ex pour l’écoulement parabolique et vc = −(z + λ)ex pour l’écoulement de
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cisaillement linéaire avec glissement sur la paroi (c pour cisaillement linéaire et q pour
cisaillement quadratique). D’une manière similaire à [2], on réduit le nombre des inconnues
de sept coefficients à quatre, soient An, Cn, En etGn. On a ainsi le système linéaire à quatre
équations pour quatre inconnues suivant :
(n− 1)(2n− 1− 2q−n )





(n+ 2)(2n+ 3− 2q+n )
2n+ 3

































Gn+1 = 0, n ≥ 2.
(1.53)
n(n− 1)(2n− 1− 2q−n )
2(2n− 1) An−1 −


























(n− 1)Cn−1 + 1
2
(n+ 2)Cn+1 − 1
2






(n− 2)(n− 1)Gn−1 − (n− 1)(n+ 2)Gn + 1
2
(n+ 2)(n+ 3)Gn+1 = 0, n ≥ 1.
(1.55)
On obtient un système linéaire infini, qu’il faut tronquer. On résout pour n = N grand, on
augmente ensuite N jusqu’à avoir la convergence des séries harmoniques. L’étape finale
consiste à résoudre le système linéaire par la factorisation LU qui est bien appropriée,
car la matrice est tridiagonale. On obtient ainsi les coefficients An, Bn, Cn, Dn, En, Fn et





z) et la pression perturbée p
q.
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1.3 Étude de l’écoulement résolu
1.3.1 Vitesse et pression perturbées
Les calculs ont été réalisés pour différentes positions du centre de la sphère par rapport à
la paroi et pour différentes valeurs de la longueur de glissement λ.
Les tables suivantes (Tab.1.1) et (Tab.1.2) donnent pour ℓ
a
= 1.18, au points M1 et M2
repérées respectivement par : {x1 = −4, y1 = −10−4, z1 = 0.43} ,{x2 = 2.5, y2 = 0,
z2 = 0.5}, les vitesses et la pression pour différentes valeurs de la longueur de glissement,
calculées pour un nombre de termes N = 2000. Pour le cas du non-glissement (λ = 0),
pour le point M2 on retrouve bien les résultats de [6]. On donne aussi des résultats pour
le cas λ = 1 et le cas λ = 2.
λ vx vy vz p
0 0.0288908472 -0.000036605 0.008040456 -7.768012003
1 -0.143380772 0.000066626 0.011947907 -7.761391420
2 -0.22387957 -0.0000074779 0.01085088 -7.77340389
Tab. 1.1 – vitesses et pression pour la position M1 .
λ vx vy vz p
0 -0.084980231 0 0.005616210 4.391803964
1 -0.2517595581 0 0.0370210085 4.578008563
2 -0.3352921625 0 0.043135066 4.624861439
Tab. 1.2 – vitesses et pression pour la position M2.
Ces valeurs sont calculées pour un nombre de termes N = 2000, en effet pour trouver
les vitesses et la pression nous avons calculé les séries An, Bn, Cn, Dn, En et Fn avec un
nombres de points qui assure leurs convergences. Pour ce faire nous les avons calculé avec
un nombre de termes N = 500, N = 1000, N = 1500, N = 2000 et N = 2500. Nous avons
remarqué qu’à partir de N = 2000 ces séries convergent.
La position de la sphère étant fixée, on peut tracer les trajectoires du fluide à partir d’un
point de départ donné M de coordonnées x = −4, y = −10−3 et z = 0.8, pour les valeurs
de glissement 0, 0.5, 1.5 représentées respectivement par les courbes verte, bleu et rouge.
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On voit que ces trajectoires contiennent largement la zone située entre la sphère et la
paroi, qui est une zone à très faible vitesse telle que l’énergie dissipée soit faible.

















Fig. 1.2 – trajectoires partant du même point (x/a = −4, y/a = −10−3 et z/a = 0.8)
pour les valeurs de la longueur de glissement suivantes : λ = 0(vert), λ = 0.5(bleu) et
λ = 1.5(rouge). La sphère de rayon 1 est située en ℓ/a = 1.18.
1.3.2 Force exercée sur une sphère fixée dans un écoulement de
cisaillement parabolique
La force exercée par le fluide sur la sphère (notée ici Ff→s, aussi on note la force exercée
par le fluide sur la paroi par Ff→p) se calcule à partir du théorème d’Euler :
Ff→s = −Ff→p = −
∫
Sp
σ˜ · nds (1.56)
avec Sp = surface de la paroi, ds = ρ dρ dφ, n la normale extérieure au fluide et σ˜ le
tenseur des contraintes défini pour le fluide newtonien par
σ˜ = −p˜I + µf [∇v˜ + (∇v˜)t]. (1.57)
où I est le tenseur unité. Les composantes de ce tenseur des contraintes s’écrivent :






où δij est le symbole de Kronecker. On a la contrainte adimensionnée (normalisée par p∗)












)eφ + (p− 2∂vz
∂z
)ez (1.59)
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En utilisant les relations entre les coordonnées cylindriques et les coordonnées cartésiennes
eρ = cosφex + sinφey et eφ = − sin φex + cosφey, (1.60)
on montre que la seule composante non nulle de F est celle suivant ex, c’est-à-dire, F =
Fxex. Ceci peut aussi s’obtenir directement d’après [14], par un raisonnement utilisant la
linéarité des équations de Stokes et la symétrie de la figure. Puis on remplace vρ ,vφ, vz et
p par les relations (1.12),(1.13),(1.14),(1.15), ensuite on intègre sur φ et ρ, avec φ ∈ [0, 2π]

























|ξ=0 ; dρ =
cdη
sin η(1− µ) |ξ=0 . (1.62)




[(cosh ξ − µ) 12 f(ξ)g(η)] = (1− µ) 32f ′(0)g(η) en ξ = 0. (1.63)
Puis en utilisant les expressions des fonctions harmoniques Q1 et U0 données dans (1.17)







[En + n(n+ 1)Cn]. (1.64)
On adimensionne Fx par 6πµfak(l)2 et on obtient
Fx = 6πµfakℓ
2f pxx (1.65)
où f pxx (les indices xx indiquent une force dans la direction x due à un écoulement dans
la direction x) est la force adimensionnée donnée par






[En + n(n + 1)Cn]. (1.66)
On présente ci-dessous la table (Tab.1.3) qui donne les valeurs de la force adimensionnée




Pour le cas de non-glissement c’est-à-dire le cas λ = 0, on retrouve les mêmes résultats
que [1]. Puis on donne une courbe (Fig.1.3) qui présente la variation de la force adimen-
sionnée f pxx pour différentes valeurs de la longueur de glissement en fonction de la distance
adimensionnée entre la paroi et le centre de la sphère.


































Tab. 1.3 – Force adimensionnée pour différentes valeurs de la longueur de glissement.
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Fig. 1.3 – variation de la force adimensionnée f pxx pour différentes valeurs de λ en fonction
de ℓ
a
. λ = 0(ligne sans symbole),λ = 0.1(⋆),λ = 0.7(◦),λ = 1(•),λ = 2() et λ = 5().
Pour toutes les valeurs de la longueur de glissement, on remarque que plus la sphère est
proche de la paroi plus le coefficient de force f pxx est important. Ce coefficient augmente
lorsque le glissement diminue, donc l’écoulement est plus facile lorsqu’il y a glissement.
Ce coefficient atteint sa valeur maximale au cas du non-glissement (λ = 0) [6]. Près de la
paroi il n y a pas de singularité c’est à dire que la force ne tend pas à l’infiny au contact
est ce ci est du qu’il n ya pas de mouvement relatif entre surface proche.
1.3.3 Calcul du moment exercé sur la sphère et résultats
Soit r˜ un vecteur dont l’origine est situé au centre de la sphère et qui a pour extrémité
un point quelconque de la surface de la particule : r˜ = aer où er est un vecteur unitaire
normal à la surface S de la sphère.




r˜ ∧ [σ˜ · n]ds (1.67)
L’expression du couple s’écrit comme dans le cas de l’écoulement parabolique sans glisse-










[En cothα + 2n(n+ 1)An]ey. (1.68)
On adimensionalise par le couple exercé sur une particule fixée dans un écoulement para-
bolique infini. Ce couple se calcule par la seconde formule de Faxen : C∗ = 8πµfa3kℓ. On












[En cothα + 2n(n+ 1)An]. (1.70)
Les indices yx indiquent un couple dans la direction y due à un écoulement dans la
direction x. On présente ci-dessous la table (Tab.1.4) qui donne les valeurs du couple






































Tab. 1.4 – Couple adimensionné cpyx : ces résultats sont calculés avec un nombre de points
N=2000 pour avoir la précision de 10−15 présentée ici.
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Pour le cas de non-glissement sur la paroi on retrouve les mêmes résultats que [1]. On donne
maintenant la figure (Fig 1.4) suivante qui présente la variation du couple adimensionné
cpyx pour différentes valeurs de la longueur de glissement, en fonction de la distance à la
paroi adimensionnée :





















Fig. 1.4 – Variation du couple adimensionné cpyx pour différentes valeurs de λ en fonction
de l
a
, λ = 0(ligne sans symbole),λ = 0.1(⋆),λ = 0.7(◦),λ = 1(•),λ = 2() et λ = 5().
Loin de la paroi, ce couple tends vers 1 qui est bien sa valeur à l’infiny calculé par Pasol
[1]. On voit qu’à partir de ℓ/a = 1.3 si le glissement augmente ce couple augmente, alors
que près de la paroi le couple et le glissement varient au sens contraire et ce ci est dû au
fait que le gradient de la vitesse près de la paroi diminu si le glissement augmente.
1.3.4 Sphère libre de se déplacer dans un écoulement parabolique
On calcule dans cette partie les vitesses de translation UP et de rotation ωP d’une sphère
libre de déplacer dans un écoulement parabolique, avec condition de glissement sur la
paroi. On écrit alors la superposition des trois écoulements suivants :
1- particule fixe dans l’écoulement parabolique,
2-particule en translation dans un fluide au repos,
3- particule en rotation dans un fluide au repos. Ceci nous donne les deux relations
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suivantes :
CP +Ct +Cr = 0, (1.71)
F P + F t + F r = 0. (1.72)
Le cas d’une sphère en rotation est étudié en [19], le couple Cr et la force Fr sont donnés
par







[Ern cothα+ 2n(n + 1)A
r
n] , (1.73)
F r = 6πµfa









[Ern + n(n+ 1)C
r
n] . (1.74)


















et la force est donnée par







[Etn + n(n + 1)C
t
n]. (1.76)
En utilisant les relations (1.71), (1.72), (1.64) et (1.68), nous obtenons les deux vitesses





























xx − f rxyctyx]
. (1.78)
On donne dans la table (Tab.1.5) les valeurs des vitesses adimensionnées (même adimen-





et la vitesse de rotation ωp par (kℓ). D’après les formules de Faxen, les vitesses adimen-
sionnées tendent alors vers l’unité lorsque la distance entre la sphère et la paroi tend vers
l’infini. Ensuite, on trace les courbes (Fig 1.5) et (Fig 1.6) des vitesses adimensionnées
pour différentes valeurs de la longueur de glissement λ en fonction de ℓ
a
distance du centre
de la sphère à la paroi.
On remarque que lorsque la longueur de glissement adimensionnée λ diminue, les contraintes
de lubrification sont plus importantes, donc la vitesse de la sphère diminue. On remarque
aussi que la variation de vitesse de rotation avec λ est faible.








0 1.005 0.427203785960068 0.473260036671507
0 1.01 0.467001831500180 0.519313317886782
0 1.1 0.663246863479326 0.737155646561923
0 1.5 0.863549689993608 0.914677577055627
0 3 0.979286979068913 0.989044983839921
0 10 0.999382591943627 0.999689791588581
0.3 1.005 0.735015395087715 0.569063256227701
0.3 1.01 0.737421692382580 0.610671413124883
0.3 1.1 0.785634534854174 0.794186765944000
0.3 1.5 0.896049222455522 0.932630453541163
0.3 3 0.982164038397231 0.990835791989803
0.3 10 0.999415205415624 0.999712440451149
1 1.005 0.867812107271011 0.556745390752513
1 1.01 0.865601165013590 0.598963539036048
1 1.1 0.873677046407998 0.786536367834189
1 1.5 0.927536019793231 0.932649967798838
1 3 0.985699050147603 0.991672615030531
1 10 0.999470785591098 0.999742020659860
3 1.005 0.972345960100743 0.541595252422003
3 1.01 0.967424129728486 0.583570674416940
3 1.1 0.951040852981770 0.770540563012753
3 1.5 0.960506857933526 0.925241346189192
3 3 0.990171761326037 0.991296848029301
3 10 0.999565030048381 0.999766650166729
5 1.005 1.00955434367420 0.534008926203670
5 1.01 1.00358038176861 0.577547692025299
5 1.1 0.979705400251321 0.764143852828369
5 1.5 0.974103178361857 0.921468659100516
5 3 0.992332299333655 0.990816517584967
5 10 0.999621934774649 0.999768569974214
Tab. 1.5 – Valeurs des vitesses adimensionnées Up et ωp pour différentes valeurs de la
longueur de glissement.
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Fig. 1.5 – Variation de vitesse de translation Up adimensionnée. λ = 0(ligne sans
symbole),λ = 0.1(⋆),λ = 0.7(◦),λ = 1(•),λ = 2() et λ = 5().

























Fig. 1.6 – Variation de la vitesse de rotation ωp adimensionnée. λ = 0(ligne sans
symbole),λ = 0.1(⋆),λ = 0.7(◦),λ = 1(•),λ = 2() et λ = 5().
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Fig. 1.7 – Variation du couple adimensionné cpyx pour différentes valeurs de λ en fonction
de l
a
, λ = 0(ligne sans symbole),λ = 0.1(⋆),λ = 0.7(◦),λ = 1(•),λ = 2() et λ = 5().
































Fig. 1.8 – Variation de vitesse de translation Up adimensionnée. λ = 0(ligne sans
symbole),λ = 0.1(⋆),λ = 0.7(◦),λ = 1(•),λ = 2() et λ = 5().
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Fig. 1.9 – Variation de la vitesse de rotation ωp adimensionnée. λ = 0(ligne sans
symbole),λ = 0.1(⋆),λ = 0.7(◦),λ = 1(•),λ = 2() et λ = 5().
Chapitre 2
Stresslet pour une sphère dans un
écoulement de cisaillement linéaire ou
parabolique.
Asymptotique pour une sphère distante
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2.1 Introduction
Le stresslet est la somme des moments symétriques des contraintes sur la sphère, c’est-à-
dire c’est la partie symétrique du doublet de Stokes. Le calcul du stresslet intervient dans
le calcul de la viscosité moyenne d’une suspension diluée. Pour le cas de non-glissement sur
la paroi le stresslet est calculé dans [1]. Dans ce chapitre, on calcule le stresslet pour le cas
d’une sphère fixée dans un écoulement parabolique et dans un écoulement de cisaillement
linéaire, près d’une paroi sur laquelle s’exerce une condition de glissement. On utilise pour
cela les coordonnées bisphériques. Puis on calcule le stresslet pour les cas de la translation
et de la rotation en utilisant le théorème de réciprocité ainsi que fait Pasol dans [1].
Dans une autre partie de ce chapitre on donne les écritures asymptotiques des stresslets
calculés ainsi que la force, le couple, les vitesses Up et ωp pour une sphère en écoulement
parabolique près d’une paroi sur laquelle s’exerce une condition de glissement.
2.2 Stresslets pour une sphère fixée dans un écoulement
de cisaillement parabolique et dans un écoulement
de cisaillement linéaire








[rτr + τrr]− 1
3
I[r · τr])ds (2.1)
où
S la surface de la sphère de rayon a,
ds = r2 sin θdθdφ est l’unité de surface de la sphère,
I est le tenseur unité,
r un vecteur joignant le centre de la sphère et un point de sa surface,












∇(r · v) (2.2)
où v et p sont la vitesse est la pression hydrodynamique du fluide et µf sa viscosité dy-
namique.
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Par linéarité des équations de Stokes, si on change u∞ par -u∞, la solution pour l ’écou-
lement est donnée par (−u,−p) alors τ change de signe. Puisque le stresslet est une
fonctionnelle linéaire du tenseur des contraintes, alors il change de signe. Pour revenir à
l’écoulement initial u∞ on peut faire une transformation géométrique qui prend en compte
les symétries de la figure. Il y a deux transformations possibles, une symétrie par rapport
au plan x = 0, et une rotation d’angle π autour de l’axe (O, z). Dans la première trans-
formation, les composantes des tenseurs rτr et τrr se comportent de la façon suivante :
les composantes xx, yy, zz, yz et zy ne changent pas de signe. Il en est de même pour
les composantes du stresslet S. Finalement les composantes Sxx, Syy, Szz, Syz et Szy sont
nulles. Si maintenant à la suite de la transformation u∞ en -u∞ on applique la rotation
d’angle π autour de l’axe (O, z), on s’aperçoit que la composante xy de rτr et de τrr
ne change pas de signe, donc Sxy est nulle. Par suite la seule composante non nulle du
stresslet est Sxz= Szx.






























































Pour simplifier le calcul de (2.3) on fait intervenir le doublet de Stokes qui est relié au
stresslet par la relation suivante
Dxz = Sxz − 1
2
Cy. (2.4)
L’équation (2.4) est valable pour l’écoulement parabolique et l’écoulement de cisaillement







où m = c pour l’écoulement de cisaillement linéaire, m = p pour l’écoulement parabolique
et Cmy = Cy.ey.
Le couple dans le cas de l’écoulement de cisaillement linéaire est calculé dans [2]. Il reste
donc à déterminer le doublet de Stokes pour les deux écoulements. Le doublet représente

















(r · v)]ds (2.6)
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(r.v)ds = 0 [1] et en outre il
est simple de vérifier que cette intégrale ne dépend pas de la longueur de glissement λ.












On introduit maintenant les coordonnées cylindriques (ρ, φ, z) et les coordonnées sphé-
riques (r, θ, φ). Sur la surface de la sphère, en ξ = α on a ds = a2 sin θdθdφ. En coordonnées






coshα− µ , (2.8)
dθ = − sinhαdη
coshα− µ = −
sinhαdµ








En utilisant les expressions des vitesses et de la pression en fonction des harmoniques
sphériques, on trouve l’expression du doublet de Stokes pour les deux écoulements.







n(n + 1)(2Apn +
1
3
(2n+ 1)(Bpn + C
p
n)), (2.10)












n sont respectivement les coefficients An,
Bn, Cn, Dn, En, Fnet Gn calculés au chapitre 1 ).







n(n + 1)(2Acn +
1
3
(2n+ 1)(Bcn + C
c
n)). (2.11)
















+ 2n(n+ 1)Acn], (2.12)

















+ 2n(n+ 1)Apn]. (2.13)












n(n + 1)(2n+ 1)(Bcn + C
c
n)]. (2.14)
1On corrige la faute de frappe dans Pasol [1] dans annexe C equation (C.15)
2On corrige la faute de frappe dans Pasol [1] dans annexe C equation (C.14)
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n(n + 1)(2n+ 1)(Bcn + C
c
n)]. (2.15)












n(n+ 1)(2n+ 1)(Bpn + C
p
n)]. (2.16)





















n(n + 1)(2n+ 1)(Bpn + C
p
n)]. (2.17)
La table (Tab.2.1) donne les valeurs de spxz et s
c
xz pour différents glissements en fonction
de la distance à la paroi. Puis on présente (Fig.2.1) et (Fig.2.2) les courbes de variations
de stresslet parabolique et de stresslet linéaire en fonction de la distance adimensionnée,
du centre de la sphère à la paroi, pour différents glissements.
Le stresslet dans le cas où la sphère est fixée dans un écoulement parabolique (Fig.2.1)
diminue lorsque le glissement est petit. Pour λ = 5 et près de la paroi, 1.005 ≤ ℓ
a
≤ 1.1
la courbe du stresslet croît puis à partir de 1.1 ≤ ℓ
a
elle décroît. Alors que les courbes qui
correspondent à un glissement λ ∈ {2, 1, 0.7, 0.1, 0} sont toujours décroissantes près de
la paroi. Le maximum 1.0127257 de ce stresslet est atteint à une altitude ℓ
a
= 1.1 et sa
valeur minimale 0.88887745 est atteinte à une distance ℓ
a
= 1.6.
Pour le cas où la sphère est fixée dans un écoulement de cisaillement linéaire, (Fig.2.2), le
stesslet et la longueur de glissement ont le même sens de variation. Loin de la paroi et à une
distance 1.9 ≤ ℓ
a
toutes les courbes qui présentent les variations du stresslet pour chaque
glissement sont croissantes et tendent toutes vers une valeur maximale de l’ordre de 0.525.
Alors que près de la paroi, pour le cas d’un glissement important λ = 5 le stresslet croît
pour 1.005 ≤ ℓ
a
≤ 1.1 et décroît lorsque 1.1 ≤ ℓ
a
≤ 1.9. Pour un glissement faible la courbe
est croissante pour toute distance particule-paroi. Ce stresslet est minimum en ℓ
a
= 1.005
et sa valeur minimale est 0.33789536.






0 1.005 0.337895362402656 0.908247872709222
0 1.01 0.338352753597239 0.907759020309233
0 1.1 0.346398954952653 0.900382407473213
0 1.5 0.377943768349653 0.888303073776821
0 3 0.449964886574075 0.913923487674014
0 10 0.523102352921074 0.971071460195754
0.3 1.005 0.352816072434764 0.947834751629466
0.3 1.01 0.353126328974178 0.947375276918478
0.3 1.1 0.359333840158484 0.939165405072911
0.3 1.5 0.388160759769151 0.917920455113921
0.3 3 0.455680197741401 0.926388173259552
0.3 10 0.523927871572681 0.972630196119301
1 1.005 0.371027922444123 0.981524332099777
1 1.01 0.371091976109402 0.981152223860742
1 1.1 0.373270112626025 0.974312029469110
1 1.5 0.394032687487863 0.950735192197904
1 3 0.459421407076319 0.942545499487491
1 10 0.525059415027416 0.975297218483789
3 1.005 0.403434575998553 1.00169711973441
3 1.01 0.417783665034047 1.00743091704601
3 1.1 0.409843135067221 1.00315007346369
3 1.5 0.403381999617491 0.983143717428874
3 3 0.459010294754230 0.963103531972884
3 10 0.526096853492771 0.979833891562521
5 1.005 -0.04240792369712568 0.885143222020730
5 1.01 0.407111267831678 1.00065876247307
5 1.1 0.449032382543688 1.01272568493662
5 1.5 0.415110270451163 0.995277370761904
5 3 0.457066654248052 0.972752985421459
5 10 0.526142368852283 0.982570334384704
Tab. 2.1 – Valeurs de spxz stresslet adimensionné pour l’écoulement parabolique et de s
c
xz
stresslet adimensionné pour l’écoulement de cisaillement linéaire.
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Fig. 2.1 – Variation du stresslet adimensionné spxz pour différentes valeurs de la longueur
de glissement adimensionnée : λ = 0(noir), λ = 0.1(vert), λ = 0.7(rouge), λ = 1(orangé),
λ = 2(mauve), λ = 5(bleu).






















Fig. 2.2 – Variation du stresslet adimensionné scxz pour différentes valeurs de la longueur
de glissement adimensionnée : λ = 0(noir), λ = 0.1(vert), λ = 0.7(rouge), λ = 1(orangé),
λ = 2(mauve), λ = 5(bleu).
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2.3 Force sur une sphère en mouvement dans un écou-
lement arbitraire
On cherche la force hydrodynamique F qui s’exerce sur une sphère en translation avec
une vitesse U s et en rotation avec une vitesse Ωs dans un écoulement arbitraire u∞. Le










, 0) sur la paroi,
u → 0 pour |x| → ∞,
où x
′
est un vecteur qui joint le centre de la sphère à un point de la surface. On va utiliser
le théorème de réciprocité. Dans cet objectif, on considère d’autre part l’écoulement de
Stokes autour d’une sphère se déplaçant dans le fluide au repos avec la vitesse V parallèle
à la paroi. Les équations de Stokes pour l’écoulement perturbé (vt, pt) en présence de la
sphère, que l’on appelera ici "écoulement réciproque", s’écrivent :
(I2)

µf∇2vt −∇pt = 0 dans le milieu fluide D,
∇.vt = 0 dans le milieu fluide D,









, 0) sur la paroi,
vt → 0 pour |x| → ∞.
Considérons le volume du fluide Vf limité par S (surface de la sphère), SW (surface de
la paroi) et une coupole de surface S∞ et soit Sf la frontière du volume Vf avec Sf =
SW ∪ S∞ ∪ S. Le théorème de réciprocité s’écrit d’après [7] :∫
Sf
(vtiσij − uiσtij)njds = 0. (2.18)
On a (uti, ui)→ 0 sur S∞, donc∫
S∪SW
(vtiσij − uiσtij)njds = 0. (2.19)



















σtiz , σij .nj = σiz , σ
t
ij .nj = σ
t
iz
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avec n = ez. On aura par suite (vtiσij − uiσtij)nj = 0 ce qui donne∫
SW
(vtiσij − uiσtij)njds = 0. (2.20)
Par suite, le théorème de réciprocité donne∫
S
(vtiσij − uiσtij)njds = 0. (2.21)
On utilise les notations suivantes : fi = σijnj et f ti = σ
t
ijnj où fi est la force surfacique sur
S pour l’écoulement étudié et f ti est la force surfacique sur S pour l’écoulement réciproque.
On obtient donc la relation suivante :




avec F la force hydrodynamique exercée par le fluide sur la sphère. Considérons maintenant
que V = V ex. Alors C
t et Ft la force et le couple exercés sur une sphère en translation,
calculés en [2] et [19], sont donnés par










[Etn cothα + 2n(n+ 1)A
t
n]. (2.24)
Ft = −6πµfaV f txxex (2.25)
où







[Etn + n(n + 1)C
t
n]. (2.26)
Ainsi, si l’on connaît la contrainte ft en chaque point sur la sphère, on peut calculer la
force qui s’exerce sur la sphère dans un écoulement quelconque au moyen d’une simple
quadrature (2.22). Ce résultat généralise à une paroi avec glissement celui obtenu par
Goldman, Cox et Brenner [21] pour le cas d’une paroi sans glissement.
2.4 Stresslet pour une sphère en translation dans un
fluide au repos
Pour calculer le stresslet pour une sphère en translation avec la vitesse V, on applique le
théorème de réciprocité en utilisant l’écoulement réciproque créé par la situation suivante :
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une sphère fixée dans un écoulement de cisaillement linéaire avec glissement sur la paroi,
c’est-à-dire
Us = Ωs = 0, u∞(x) = k(z + b)ex. (2.27)




(z + b)f txds = −k
∫
S
(z − ℓ)f txds− k
∫
S
(ℓ+ b)f txds (2.28)
où Fc est la force qui s’exerce sur la particule dans le cas de l’écoulement de cisaillement
linéaire avec glissement sur la paroi. Cette force est donnée d’après [2] par












[Ecn + n(n + 1)C
c
n]. (2.30)





L’equation (2.28) s’écrit aussi
V.F cx = −k.Dtzx − k(ℓ+ b)
∫
S
f txds = −kDtzx − k(ℓ+ b)F tx. (2.32)




− (ℓ+ b)F tx. (2.33)
D’autre part, le doublet de Stokes pour la translation peut s’écrire comme somme d’une









Notons que l’on considère ici la transposée de la composante considérée en (2.5) ; d’où le








Finalement, d’après les relations (2.23),(2.25) et (2.29) on obtient le stresslet pour une
sphère en translation dans un fluide au repos sous la forme suivante :
Stzx = −6πµfV (b+ ℓ)a
(
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Ce stresslet en translation est adimensionné par St∗ = 6πµfV a2 ce qui donne Stzx = S
t∗stzx










On présente (Fig.2.3), la courbe de variation du stresslet pour une sphère en translation
dans un fluide au repos avec condition de glissement sur la paroi. Des valeurs de stzx
sont données table (Tab.2.2). On remarque que l’on a pu obtenir des valeurs avec 15
chiffres significatifs. Le nombre de termes à utiliser dans les séries donnant les harmoniques
sphériques croît lorsque ℓ
a
− 1 décroît. A titre d’exemple, pour ℓ
a
− 1 = 0.005, il a fallu
utiliser 2000 termes pour obtenir 15 chiffres significatifs.
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Fig. 2.3 – Variation du stresslet adimensionné stzx pour différentes valeurs de la longueur
de glissement adimensionnée : λ = 0(noir), λ = 0.1(vert), λ = 0.7(rouge), λ = 1(orangé),
λ = 2(mauve), λ = 5(bleu).
La figure (Fig.2.3) montre qu’en milieu infini, le stresslet sur une sphère en translation
s’annule par symétrie. Il devient non nul près de la paroi à cause de l’asymétrie des
contraintes.
2.5 Stresslet pour une sphère en rotation dans un fluide
au repos
Pour trouver le stresslet pour une sphère en rotation on applique le théorème de réciprocité
entre l’écoulement perturbé (u,p) autour de la sphère fixe dans l’écoulement de cisaille-
ment linéaire avec glissement sur la paroi et l’écoulement (vr, pr) autour de la sphère en
rotation avec la vitesse angulaire ω = ωey dans un fluide au repos près d’une paroi sur
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laquelle s’exerce une condition de glissement
µf∇2vr −∇pr = 0,
∇.vr = 0,










vr → 0 quand |x| → ∞.
On aura donc en suivant la même approche que pour le cas de la translation :




où Fr et Cr sont la force et le couple qui s’exercent sur la sphère en rotation. Ces grandeurs
ont été calculées par [9] :




















[Ern + n(n + 1)C
r
n]. (2.40)











[Ecn cothα + 2n(n+ 1)A
c
n]. (2.41)
Ces relations nous donnent comme dans le cas de la translation, la formule du stresslet
comme suit :




En remplaçant par les relations (2.39), (2.40) et (2.41) dans (2.42), nous obtenons finale-
ment le stresslet pour une sphère en rotation dans un fluide au repos avec condition de











Le stresslet en rotation est adimensionné par Sr∗ = 6πµfa3ω, ce qui donne Srzx = S
r∗srzx











On présente dans la table (Tab.2.2) et la figure (Fig.2.4) les valeurs du stresslet adimen-
sionné srzx pour une sphère en rotation dans un fluide au repos.






0 1.005 0.582814476540828 1.87232997087067
0 1.01 0.491603275808335 1.56229124106626
0 1.1 0.205187077390473 0.635759552252175
0 1.5 0.05872085410850234 0.203299697910146
0 3 0.007327807592660832 0.04033905816154719
0 10 0.0002068882752896294 0.003287577506908199
0.3 1.005 0.526545867609727 0.383800811488538
0.3 1.01 0.450447262109655 0.376142060864403
0.3 1.1 0.185816949195411 0.289836588027906
0.3 1.5 0.04903351426502869 0.139431519766287
0.3 3 0.006169219609555346 0.03403039582644300
0.3 10 0.0001917581201228300 0.003108532501143284
1 1.005 0.522939403915383 0.157754792841468
1 1.01 0.450642151227848 0.155928930525328
1 1.1 0.200241004885364 0.135708613830752
1 1.5 0.05268133086869176 0.08554992739330539
1 3 0.005729440049287559 0.02638896256875702
1 10 0.0001722233493399060 0.002803349442496003
3 1.005 0.523849055628102 0.04922330701328716
3 1.01 0.450418929591413 0.04923882661437875
3 1.1 0.208972890362659 0.04746525347951766
3 1.5 0.05904883223463062 0.04036549321137221
3 3 0.006117669777956879 0.01715851294413637
3 10 0.0001563732761720579 0.002286775669754702
5 1.005 0.614233824741356 0.01429287210440002
5 1.01 0.465379766372896 0.02067605499457772
5 1.1 0.211167808555076 0.02327360821411830
5 1.5 0.06140712442756047 0.02506594235537766
5 3 0.006470462163245844 0.01206261456861735
5 10 0.0001554772011303704 0.001976366344934520
Tab. 2.2 – Valeurs de srzx stresslet adimensionné pour une sphère en rotation et de s
t
zx
stresslet adimensionné pour une sphère en translation.
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Fig. 2.4 – Variation du stresslet adimensionné srzx pour différentes valeurs de la longueur
de glissement adimensionnée : λ = 0(noir), λ = 0.1(vert), λ = 0.7(rouge), λ = 1(orangé),
λ = 2(mauve), λ = 5(bleu).
Comme pour la translation en fluide infini, le stresslet pour une sphère en rotation s’annule
par symétrie. Il devient nul près de la paroi. La variation avec la longueur de glissement
est faible alors qu’elle est importante dans le cas de la translation.
2.6 Stresslet pour une sphère libre de se mouvoir dans
un écoulement parabolique
On considère toujours le cas d’un glissement sur la paroi. Par linéarité des équations de
Stokes, le stresslet pour une sphère libre de se mouvoir dans un écoulement parabolique
est la somme des stresslets obtenus pour les trois écoulements suivants :
* Sp pour une sphère fixe dans un écoulement parabolique, calculé dans le paragraphe
2.2,
* Stzx pour une sphère en translation dans un un fluide au repos, calculé dans le paragraphe
2.4,
* Srzx pour une sphère en rotation dans un fluide au repos, calculé dans le paragraphe 2.5.
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Le stresslet sur la sphère libre est donc
Slibre = Sp + Stzx + S
r
zx. (2.45)
Puis on adimensionne ce stresslet libre par 6πµfa4(109
ℓ
a

























On présente (Fig.2.5) des courbes de variation et table (Tab.2.3) des valeurs du stresslet
pour une sphère libre de mouvoir dans un écoulement parabolique près d’une paroi sur
laquelle s’exerce une condition de glissement. Ces valeurs sont données en fonction de la
longueur de glissement adimensionnée λ et en en fonction la distance adimensionnée ℓ
a
du
centre de la sphère à la paroi.






















Fig. 2.5 – Variation du stresslet pour une sphère libre de se mouvoir dans un écoulement
slibrexz pour différentes valeurs de la longueur de glissement adimensionnée : λ = 0(noir),
λ = 0.1(vert), λ = 0.7(rouge), λ = 1(orangé), λ = 2(mauve), λ = 5(bleu).
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Le stresslet pour une sphère libre de se déplacer dans un écoulement de cisaillement
parabolique (Fig.2.5) augmente lorsque le glissement sur la paroi est petit. Il atteint en
ℓ
a
= 1.005 sa valeur maximale 2.0174362. La valeur minimale de ce stresslet est sa limite





























Tab. 2.3 – Valeurs du slibrexz stresslet adimensionné pour une sphère libre de mouvoir dans
un écoulement parabolique
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Fig. 2.6 – Variation du stresslet adimensionné stzx pour différentes valeurs de la longueur
de glissement adimensionnée : λ = 0(noir), λ = 0.1(vert), λ = 0.7(rouge), λ = 1(orangé),
λ = 2(mauve), λ = 5(bleu).
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Fig. 2.7 – Variation du stresslet adimensionné srzx pour différentes valeurs de la longueur
de glissement adimensionnée : λ = 0(noir), λ = 0.1(vert), λ = 0.7(rouge), λ = 1(orangé),
λ = 2(mauve), λ = 5(bleu).
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Fig. 2.8 – Variation du stresslet pour une sphère libre de se mouvoir dans un écoulement
slibrexz pour différentes valeurs de la longueur de glissement adimensionnée : λ = 0(noir),
λ = 0.1(vert), λ = 0.7(rouge), λ = 1(orangé), λ = 2(mauve), λ = 5(bleu).
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2.7 Développements asymptotiques pour des distances
à la paroi grandes devant le rayon de la sphère
Pour résoudre le système (S) décrit au chapitre 1, on a déterminé An, Cn, En, Gn en
calculant la solution du système linéaire suivant
M̂1X1 + M̂
+
1X2 = B1, (2.47)
M
−
nXn−1 + MnXn + M
−
nXn+1 = Bn (n ≥ 2) (2.48)
où les matrices M sont des matrices 4× 4 connues, les vecteurs B sont connus avec
B1 = (0, K0, K1, 0)
t; Bn = (0, 0, Kn, 0)
t (n ≥ 2)
et les inconnues sont
X1 = (A1, C1, E1, E0)
t; Xn = (An, Cn, En, Gn)
t (n ≥ 2).
Ce système linéaire infini est résolu en tronquant pour un n assez grand, soit N , tel que
XN+1 = 0. Alors pour n = N , on a d’après (2.48)
M
−
NXN−1 + MNXN = BN . (2.49)
Il est également intéressant d’obtenir des développements asymptotiques formels (en uti-
lisant un logiciel de calcul symbolique) lorsque ℓ
a
−1 devient grande par rapport à l’unité,
soit pour une sphère à une grande distance de la paroi. Lorsque ℓ
a
−1 n’est pas très grande
l’obtention d’un certain nombre de termes dans le développement est pratiquement limité
par le temps de calcul informatique et la mémoire. Pour cette raison, l’algorithme rapide
proposé est le suivant. L’idée principale consiste à résoudre le système linéaire (S) étape






n pour n ≥ 2, ont toutes
un déterminant nul. Une méthode proposée pour éviter cette difficulté suit le principe de







n [38], [39]. L’algorithme est le suivant
* la solution formelle de (2.47) pour X1 est X1 = U1X2 + V1 où
U1 = −[M̂1]−1M̂+1 ; V1 = [M̂1]−1B1 (2.50)
* la solution formelle de (2.48) pour Xn ou 2 ≤ n ≤ N − 1 est Xn = UnXn+1 + Vn où
Un = −[M−n Un−1 +Mn]−1M+n ; Vn = [M−n Un−1 +Mn]−1[Bn −M−n Vn−1]. (2.51)
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On voit que (U1, V1) peuvent être calculées directement avec (2.50), puis (Un, Vn) avec
(2.51) pour n = 2, · · · , N−1, enfin VN avec (2.52). Une fois que VN est connue, XN = VN ,
puis tous les autres Xn pour les valeurs décroissantes n = N − 1, · · · ,1 .
Cette procédure a deux intérêts principaux :
* A chaque étape, il suffit d’inverser une matrice 4×4 .
* Lorsque N est augmenté d’une unité, il n’est pas nécessaire de tout recalculer. En effet,
il suffit de calculer seulement UN−1, UN et VN (seule la matrice [M
−
NUN−1+MN ] doit être
inversée). On obtiendra alors les nouveaux Xn.
Cet algorithme a été appliqué pour calculer des développements asymptotiques lorsque
la sphère est à une grande distance de la paroi par rapport à son rayon, ℓ ≫ a. Puisque
les fonctions hyperboliques sont impliquées dans les séries harmoniques U0,W1, U2, Q1 dé-
crites au premier chapitre, il est apparu utile de développer suivant le petit paramètre
ε = exp(− ℓ
a
). Les formules pour les coefficients de frottement des force, couple et stress-
let sont alors obtenues et sont converties en développement en a
ℓ
. Le nombre de termes
dans les développements en harmoniques sphériques doit être supérieur au nombre de
termes du développement en ε pour obtenir des résultats significatifs. Les résultats sui-
vants, ici jusqu’à l’ordre (a
ℓ
)6, ont été obtenus en programmant l’algorithme en langage
Mathematica :
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Un "développement asymptotique" est par définition [41] tel que chaque terme du développement
est d’un ordre inférieur au précédent (on ne peut pas parler de série, car rien n’indique qu’il y
aurait convergence pour un nombre infini de termes). Dans les formules (2.53), (2.54) et (2.55) :
- si λ est d’ordre 1, le rapport de deux termes successifs est d’ordre aℓ , donc il faut
a
ℓ ≪ 1 pour
avoir un développement asymptotique.
- si λ devient grand, chaque terme est d’ordre λn(aℓ )
n+1.
Donc le rapport de deux termes successifs est d’ordre λaℓ ; pour avoir un développement asymp-
totique il faut λaℓ ≪ 1.
54 Chapitre 2. Stresslet pour une sphère libre ou non
Donc, dans tous les cas, il faut λaℓ ≪ 1.

























Fig. 2.9 – Résultats pour la force adimensionnée f pxx sur une sphère fixée dans un écou-
lement de cisaillement quadratique avec glissement sur la paroi en fonction de ℓ/a − 1,
pour différents glissements. Les résultats obtenus avec les coordonnées bipolaires sont re-
présentés par les courbes en lignes continues et symboles. Les courbes en lignes pointillées
avec symboles sont les résultats du développement asymptotique (2.53) pour des valeurs
petites de a
ℓ
pour λ = 0, 0.1.
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Fig. 2.10 – Résultats pour le couple adimensionné cpyx pour une sphère fixe dans un
écoulement parabolique près d’une paroi sur laquelle s’exerce une condition de glissement
et comparaison pour λ = 0, 0.1 avec les résultats du développement asymptotique pour
des valeurs de a
ℓ
assez petites. Les lignes continues sont les valeurs exactes du couple. Les
lignes en pointillées sont les valeurs obtenues par le développement asymptotique (2.54) .



























Fig. 2.11 – Résultats du coefficient du stresslet spxz pour une sphère fixe dans un écoule-
ment parabolique avec glissement sur la paroi. Les lignes continues et en couleurs repré-
sentent les valeurs exactes du stresslet. Les courbes en tirets représentent les résultats du
développement asymptotique (2.55) pour a
ℓ
petit pour les cas λ = 0, 0.05, 0.2, 0.3 et 0.7.
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Fig. 2.12 – Vitesse de translation normalisée d’une sphère libre de mouvoir dans un
écoulement parabolique lorsqu’une condition de glissement s’exerce sur la paroi. Les lignes
continues représentent les valeurs exactes de la vitesse up. Les lignes en tirets représentent
l’approximant de Padé (3,3) calculé d’après (2.56) pour une grande distance du centre de
la sphère à la paroi.
L’approximant de Padé [42] permet, par comparaison avec le développement asymptotique,
d’étendre le domaine de validité, dans notre cas, étendre vers les plus petites distances particule-
paroi. La somme des degrés de numérateur et du dénominateur dans le calcul de l’approximant
de Padé, peut être au maximum égale au degré du développement asymptotique. Dans les for-
mules (2.56) et (2.57) la somme des degrés est 6, c’est pour cette raison que nous avons utilisé
l’appriximant de Padé(3,3). Si on met plus que (3,3), on a des coefficients indéterminés.
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Dans le cadre des écoulements à faible nombre de Reynolds, le problème est régi par les équations
de Stokes linéaires et peut être résolu par différentes méthodes utilisant le tenseur de Green. On
se propose dans ce chapitre de déterminer le tenseur de Green associé au problème suivant :
S1

µ∇2u = ∇p,∇ · u = 0 dans le domaine fluide D ,
(u, p)→ (0, 0) loin du centre de la sphère,




, u2 = b
∂u2
∂x3
sur le plan Σ (en x3 = 0),
u = −u∞ +U +Ω ∧ x′ sur la surface de la sphère.
Le tenseur de Green recherché correspond à l’écoulement dû à une force ponctuelle f , placée en
un point y du fluide à une distance h = y.e3 > 0 du plan. La force f est supposée dirigée selon
59
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ek où k = (1, 2, 3) et (ek) la base canonique de R3, et où l’on utilise les coordonnées cartésiennes
(x1, x2, x3) avec Σ(x3 = 0) la frontière plane de l’écoulement.
3.1 Présentation du problème
On note Gkj (x,y) et H
k(x,y) la vitesse et la pression au point d’observation x dues à une force
ponctuelle fek placée en y. L’écoulement est régi par les équations de Stokes avec singularité
placée en y :
µ∇2Gk −∇Hk + fδ3d(x− y)ek = 0 dans le domaine x · e3>0, (3.1)
∇ ·Gk = 0 dans le domaine x · e3>0, (3.2)
où Gk et Hk sont respectivement la vitesse et la pression associées au Stokeslet,
f : intensité de la force ponctuelle,
δ3d(x − y) = δ(x1 − y1)δ(x2 − y2)δ(x3 − y3) où δ est la mesure de Dirac. Grâce à la linéarité
des équations (3.1)-(3.2), la solution peut être calculée par la méthode des images sous la forme
suivante
Gk = uk + vk +Wk, (3.3)
Hk = pk + qk + sk (3.4)




µ∇2uk =∇pk − fδ3d(x− y)ek ,
∇.uk = 0 pour x3 > 0,
(uk, pk)→ (0, 0) pour |x− y| → ∞.



















où δik est le symbole de Kronecker, R = |x− y| et Ri = xi − yi pour i = 1, 2, 3.
L’écoulement (vk, qk) est la solution fondamentale, régulière dans le domaine fluide, due au
Stokeslet image pris au point y′ image du point y par rapport au plan Σ(x3 = 0) et d’intensité
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Puisque y′ est le symétrique de y par rapport au plan Σ nous avons R
′
= |x−y′| et R′i = xi−y′i
pour i = 1, 2, 3.
Donc, pour calculer le tenseur de Green, il reste à déterminer l’écoulement (Wk, sk) pour
k ∈ {1, 2, 3}.
3.2 Détermination de Wk et de sk
3.2.1 Détermination des B(k)j et des B
(k)
L’écoulement (Wk, sk) vérifie les équations de Stokes suivantes
S3

µ∇2Wk = ∇sk dans le domaine x · e3 > 0,
∇.Wk = 0 dans le domaine x · e3 > 0,
(Wk, sk)→ (0, 0) pour R→∞.
Pour déterminer la vitesse Wk et la pression sk, nous utilisons la transformée de Fourier bidi-
mensionnelle ĝ d’une fonction g(R1, R2, R3) telle que









avec i nombre complexe usuel tel que i2 = −1. On a aussi besoin de la transformée de Fourier
bidimensionnelle inverse









On posera dans la suite ξ = (λ1+λ2)
1
2 . En appliquant la divergence aux deux premières équations
de S3, on montre que la pression sk est harmonique c’est-à-dire que ∆sk = 0. Par transformée






sˆk = 0 (3.11)
qui est une équation linéaire homogène du second ordre à coefficients réels constants. La solution
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Pour déterminer les quantités B(k) et B(k)j nous exploitons les conditions aux limites sur le plan
situé en x3 = 0, c’est-à-dire en R
′
3 = h.







3 = 0. (3.15)




















En posant g1(ξ) = e
−hξ







Or en x3 = 0 nous avons














3 = iδγkλγg1(ξ). (3.21)














j ], j = (1, 2). (3.22)
Sur le plan, en x3 = 0, W k1 et W
k

























3.2. Détermination de Wk et de sk 63
Les deux dernières relations (3.23) et (3.24) sont symétriques, donc on peut faire le calcul pour

















Enfin, en R′3 = h d’après (3.13) nous avons
Wˆ kj = B
k
j , (j = 1, 2). (3.27)










δ3kδγj [iλγg1(ξ)], (j = 1, 2). (3.28)













































































Maintenant sur le plan, en R′ = R = ((x1 − y1)2 + (x2 − y2)2 + h2) 12 , R3 = −h et R′3 = h nous
avons





3 −RjRkR3 = h(R′jR′k +RjRk). (3.33)
Si j = 3 = k on a R′jR
′
k + RjRk = 2h
2 et si (j = 3 et k 6= 3) ou (k = 3 et j 6= 3) on a
R′jR
′
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Nous verrons dans la suite que la fonction g5 n’intervient pas en fait dans nos résultats ultérieurs.
Calculons la quantité τ = (δjk − 2δj3δk3 + δjkδ′k3δ′j3) :
τ = −1, si j = k = 3,
τ = 0, si j = 3 et k 6= 3,
τ = 0, si j 6= 3 et k = 3,
τ = 2δjk, si j 6= 3 et k 6= 3.








[(δjk − 2δj3δk3 + δjkδ′k3δ′j3)g3(ξ) +
3h2δjkδk3g5(ξ)− δ′j3δ′k3λjλkg1(ξ)]. (3.42)
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D’autre part, on a
∂
∂x3




(k), (j = 1, 2). (3.43)






δ3kδγj [iλγg1(ξ)] = b[−ξB(k)j + iλγ
δγj
ξ









k3 = (1− δj3)(1− δk3), (3.45)
aj3 = δjk − 2δj3δk3 + δjkδ′k3δ′j3, (3.46)
aj5 = 3h
2δjkδk3. (3.47)
On obtient par suite les expressions des B(k)j et des B
(k) pour (j, k) ∈ {1, 2, 3}. Les expressions
ci-dessous ont été obtenues et vérifiées avec le logiciel Maple :

















3 = 0. (3.50)
B(3) =
−g1(ξ)ξ2(bξ2 + ξ)
2ξ3b2 + 3bξ2 + ξ
. (3.51)




−2b(bg1(ξ)ξ4 + g1(ξ)ξ3 − bξ2(g3(ξ) + g1(ξ)λ22)− g1(ξ)ξλ22 − bg3(ξ)λ22 − g3(ξ)ξ)






2 + g1(ξ)ξ + bg3(ξ)














2 + g1(ξ)ξ + bg3(ξ)





−2b(bg1(ξ)ξ4 + g1(ξ)ξ3 − bξ2(g3(ξ) + g1(ξ)λ21)− g1(ξ)ξλ21 − bg3(ξ)λ21 − g3(ξ)ξ)
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3.2.2 Expressions des composantes de la vitesse W k et de la pres-
sion sk
On injecte les expressions des B(k)j et B
(k) dans celles de la vitesse Wˆ kj et de la pression sˆ
k
pour (j, k) ∈ {1, 2, 3}. D’après (3.13),(3.12),(3.55),(3.52),(3.53),(3.59),(3.56),(3.57), (3.48),(3.49)
et (3.51) on obtient les résultats suivants
pour k = 1,








































































Pour k = 2,
on peut remarquer que les expressions des B(k)j et B
(k) sont symétriques, c’est-à-dire
B21(λ1, λ2) = B
1
2(λ2, λ1), (3.64)
B22(λ1, λ2) = B
1
1(λ2, λ1), (3.65)
B2(λ1, λ2) = B
1(λ2, λ1). (3.66)




Wˆ 21 (λ1, λ2) = Wˆ
1
2 (λ2, λ1), (3.67)
Wˆ 22 (λ1, λ2) = Wˆ
1
1 (λ2, λ1), (3.68)
Wˆ 23 (λ1, λ2) = Wˆ
1
3 (λ2, λ1), (3.69)
sˆ2(λ1, λ2) = sˆ
1(λ2, λ1). (3.70)
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Pour k = 3









































Les transformées de Fourier des vitesses et de pression Wˆ (k)j et sˆ
(k) pour tous (j, k) ∈ {1, 2, 3}
ont la forme suivante
f̂ = e−ξR
′
3{ĥ(ξ) + iλ1ĥ1(ξ) + iλ2ĥ2(ξ) + λ1λ2ĥ3(ξ) + λ21ĥ4(ξ) + λ22ĥ5(ξ)}. (3.75)
On cherche à écrire la transformée de Fourier inverse de la fonction f̂ . Comme ĥ(ξ) est une
fonction radiale, sa transformée de Fourier inverse est donnée par l’expression suivante où J0 la





Cette expression définit la transformée de Hankel.
En utilisant (3.10), nous avons
iλαĥβ(ξ) = − ∂
∂Rα
ĥβ(ξ) pour α = (1, 2), et β = (1, 2, 3, 4, 5) (3.77)
λαλγĥβ(ξ) = − ∂
2
∂Rα∂Rγ
ĥβ(ξ) pour α = (1, 2), γ = (1, 2) et β = (1, 2, 3, 4, 5) (3.78)
Pour écrire finalement les transformées de Fourier inverses de ces ĥβ nous utilisons les relations
suivantes où J1 la fonction de Bessel d’ordre 1 :








nous avons pour ρ > 0,
∂ < g >
∂R′3











ξdξ, α = 1, 2, (3.80)
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− J0(ρξ)]g(ξ)e−R′3ξdξ, (α, β) = (1, 2), (3.81)
et pour le cas ρ = 0
∂ < g >
∂R′α
= 0,











ξdξ, (α, β) = (1, 2). (3.82)
Présentons maintenant les résultats obtenus pour les composantes de la vitesse.
⋆ cas k = 1
D’après (3.60),(3.61),(3.62), on obtient
Pour le cas j = 1
4πµ
h














































ce qui donne à partir de (3.81) et (3.82) les résultats suivants
-si ρ = 0
4πµ
h







































































(1 + bξ)(1 + 2bξ)
dξ. (3.85)
-si ρ > 0
4πµ
h
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4πµ
h
























































Pour le cas j = 2
4πµ
h
































(1 + 2bξ)(1 + bξ)
dξ, (3.88)
-si ρ = 0
W 12 = 0. (3.89)
-si ρ > 0
4πµ
h



































W 12 (R1, R2) =
R1R2
ρ2

















(1 + 2bξ)(1 + bξ)
dξ}. (3.91)
Pour le cas j = 3
4πµ
h
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-si ρ = 0
W 13 = 0. (3.93)
-si ρ > 0
4πµ
h
















































⋆ cas k = 2
Les calculs sont analogues au cas k = 1, mais ici par raison de symétrie on écrit que :
W 21 (R1, R2) = W
1
2 (R2, R1), (3.96)
W 22 (R1, R2) = W
1
1 (R2, R1), (3.97)
W 23 (R1, R2) = W
1
3 (R2, R1). (3.98)
⋆ cas k = 3
Pour le cas j = 1
4πµ
h





















-si ρ = 0
W 31 = 0, (3.100)
-si ρ > 0
4πµ
h




















Pour le cas j = 2
4πµ
h





















-si ρ = 0
W 32 = 0. (3.103)
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-si ρ > 0
4πµ
h




















Pour le cas j = 3
4πµ
h









-si ρ = 0
4πµ
h









-si ρ > 0
4πµ
h









Nous présentons ensuite les résultats obtenus pour la pression s(k), pour k ∈ {1, 2, 3}. La stratégie
de calcul est analogue à celle du calcul des vitesses W (k)j :
on injecte les B(k)j et les B
(k) dans (3.12) pour obtenir les s(k) pour k = (1, 2, 3), puis on applique
pour chaque k la transformée de Fourier inverse (qui se traduit par une transformée de Hankel).
En utilisant (3.82) et (3.81), on obtient alors les expressions suivantes



























-si ρ = 0
s(1) = 0, (3.109)



































⋆ cas k = 2
Par raison de symétrie on a
s(2)(R1, R2) = s
(1)(R2, R1). (3.112)
On obtient enfin
⋆ cas k = 3
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-si ρ = 0










-si ρ > 0










En conclusion, nous avons calculé théoriquement le tenseur de Green G. Pour le calcul numérique
nous nous ramenons à calculer sept intégrales qui interviennent dans les expressions des vitesses
W
(k)
j et la pression s






















































(1 + 2bξ)(1 + bξ)
dξ. (3.122)





















(1 + 2bξ)(1 + bξ)
dξ, (3.125)
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4.1 Introduction
Ce chapitre comporte deux parties. Dans la première partie nous calculons numériquement et
avec précision les intégrales qui interviennent dans le calcul des vitesses W (k)j et de la pression
s(k).
La deuxième partie propose des équations intégrales pertinentes pour le problème et leurs traite-
ment numérique expose la méthode des éléments de frontière qui consiste à discrétiser l’équation
intégrale sur un nombre fini de triangles.
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4.1.1 Calcul précis du tenseur de Green
Dans cette partie nous calculons avec précision les intégrales qui interviennent dans le calcul des
vitesses W (k)j et de la pression s
(k) calculées théoriquement dans le chapitre 3. Pour effectuer
notre calcul avec précision, nous avons testé nos intégrales avec deux programmes différents :
Maple avec 20 décimales et le programme Fortran double précision (ces intégrales nous les avons
calculé nous même en utilisant la méthode de quadrature de Gauss). Nous rappelons ces dix





























































































(1 + 2bξ)(1 + bξ)
dξ. (4.10)
Pour le cas où R′3 = x3 + y3 est de l’ordre de 1, même avec une longueur de glissement b petite
nous avons trouvé un bon accord entre les résultats par les deux programmes, cette comparaison










f ′0 0.403652637676805 0.403652637676806
f ′1 0.596347362323194 0.596347362323194
f ′2 0.302065689540607 0.302065689540608
Tab. 4.1 – Table de comparaison des intégrales avec b = 0.5, R′3 = 1, ρ = 1.5.
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Pour le cas b = 0.01, R′3 = 1, ρ = 1.5 nous présentons la table Tab.4.2 pour un nombre de chiffres









f ′0 0.963335174712824 0.963335174712822
f ′1 1.88874126435879 1.88874126435895
f ′2 1.83519579569918 1.83519579569857
Tab. 4.2 – Table de comparaison des intégrales avec b = 0.01, R′3 = 1, ρ = 1.5.
Pour le cas où x3 petit, y3 petit et avec un glissement petit, soient b = 0.01, R′3 = 0.02, ρ = 0.5,








f5 23,536341712603605051 23.535 9626443684
f6 23.309912830176810213 23.3098503086444
f ′0 1009.1315941920148141 1009.12992535336
f ′1 74543.420290399259293 74542.1523759072
f ′2 37758.223692575933888 37758.0759360920
Tab. 4.3 – Table de comparaison des intégrales avec b = 0.01, R′3 = 0.02, ρ = 0.5.
Alors pour résoudre ce problème, nous avons décomposé les intégrales (4.1), (4.2), (4.3), (4.4),
(4.5), (4.6) et (4.1) pour le cas ρ > 0 de la façon suivante
⋆ Calcul de l’intégrale f1
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Nous avons R′2 = ρ2+R
′2
























⋆ Calcul de l’intégrale f2











-Si b > 0, on a ξ2 = 12b2bξ





























































⋆ Calcul de l’intégrale f0


















































































































































⋆ Calcul de l’intégrale f3
























































































⋆ Calcul de l’intégrale f4

























































2b(1 + u)(1 + u2 )
du}.
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(1 + 2bξ)(1 + bξ)
dξ.
















-Si b > 0, on utilise la décomposition ξ2 = 1b bξξ =
1
b (ξ(1 + bξ)− 1)
ξ2








(1 + 2bξ)(1 + bξ)
), (4.33)
encore on a ξ = 1b bξ =
1
b ((bξ + 1)− 1) par suite
ξ2














































































2b(1 + u)(1 + u2 )
du.
Finalement, pour calculer avec précision les sept intégrales f0(ξ), f1(ξ), f2(ξ), f3(ξ), f4(ξ), f5(ξ)































(1 + u)(1 + u2 )
du. (4.39)
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2 qui interviennent dans les expres-
sions des vitesses et de la pression pour le cas ρ = 0.
⋆ Calcul de l’intégrale f ′0




















- Si b > 0, on utilise la décomposition ξ = 12b2b =
1
































































(1+u) du par intégration





2b donc f ′ −1
(1+u)2

















































































⋆ Calcul de l’intégrale f ′1
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⋆ Calcul de l’intégrale f ′2













































































(1 + 2bξ)(1 + 2bξ)
dξ. (4.49)






























2b(1 + u)(1 + u2 )
du.




2 il s’agit de calculer analytiquement les deux
















(1 + u)(1 + u2 )
du. (4.51)
Maintenant, en utilisant cette méthode de calcul analytique des intégrales, nous présentons la
table Tab.4.4 donnant les résultats précis. Cette table améliore les résultats de la table Tab.4.3
À partir de ces résultats, nous avons calculé avec précision les vitesses W kj et la pression s
(k),
puis par suite le tenseur de Green G avec précision.
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Intégrale Maple Fortran avant Fortran après traitement
f0 -7.7236056723922951643 -7.72322650623850 -7.72360567239005
f1 3.9531840100528274842 3.95318400186342 3.95318401005277
f2 1.8617577085785585585 1.86178321948348 1.86175770858166
f3 0.31408888001682184952 0.314089765136192 0.314088880016772
f4 3.9301693136209921825 3.93016931136245 3.93016931362016
f5 23.536341712603605051 23.535 9626443684 23.5363417126036011
f6 23.309912830176810213 23.3098503086444 23.3099128303584
f ′0 1009.1315941920148141 1009.12992535336 1009.13159419201
f ′1 74543.420290399259293 74542.1523759072 74543.4202903993
f ′2 37758.223692575933888 37758.0759360920 37758.2236925759
Tab. 4.4 – Valeurs précises des intégrales avec b = 0.01, R′3 = 0.02, ρ = 0.5.
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4.2 Équation intégrale de surface
4.2.1 Mouvement d’un corps rigide
On considère une particule solide de forme quelconque de surface S et de centre O’, en suspension
dans un fluide newtonien, de densité uniforme ρ et de viscosité µ > 0, qui occupe le demi espace
x3 > 0. On choisit un repère cartésien (O, x1, x2, x3) et on note Σ le plan x3 = 0. Le vecteur
normal à la particule est dirigée vers le fluide, pour le plan Σ la normale est n = e3. On note U
la vitesse de translation du corps rigide et Ω sa vitesse de rotation. Le mouvement de la particule
induit un écoulement (u,p) où u = uiei est la vitesse du fluide de pression p et de viscosité µ.
Soit σ le tenseur des contraintes. Le champ (u,p) vérifie les équations de Stokes suivantes
µ∇2u = ∇p, ∇ · u = 0 dans D, (u, p)→ (0, 0) à l’infini, (4.52)




, u2 = b
∂u2
∂x3
, u3 = 0 sur Σ (4.54)
où D désigne le domaine fluide et b ≥ 0 est la longueur de glissement.
On considère un pôle y tel que y3 = y.e3 > 0 et x un point situé dans la même partie du plan
que y c’est-à-dire tel que x3 = x.e3 > 0.
O Σ(x3 = 0)
x3






Fig. 4.1 – Position du pôle y et du pôle symétrique y′ dans le repère (O, x1, x2, x3)
On considère, pour k = {1, 2, 3}, les écoulements de Stokes (v(k), p(k)) où v(k) est la vitesse due
à une force ponctuelle parallèle à ek et d’intensité unité, placée au pôle y c’est-à-dire obéissant
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aux équations suivantes
µ∇2v(k) = ∇p(k) − δ3d(x− y)ek, ∇ · v(k) = 0, pour x3>0, (4.55)
(v(k), p(k))→ (0, 0) si |x| = |OM| → ∞ (4.56)
où δ3d(x− y) = δ(x1 − y1)δ(x2 − y2)δ(x3 − y3) et δ est la distribution de Dirac. Ces écoulements
permettent de définir le tenseur de Green G dont la composante cartésienne Gjk(x,y) est donnée
par
Gjk(x,y) = v
(k)(x,y) · ej (4.57)
et le tenseur T = Tijk(x,y)ei ⊗ ej ⊗ ek, qui est le tenseur des contraintes associé à G. D’après
[11], la vitesse u solution de (4.52) vérifie la représentation intégrale suivante
u(x) · ej = −
∫
S∪Σ
{(ei · σ · n)(y)Gij(y,x) − (u(y).ei)Tijk(y,x)(n(y) · ek)}dS(y),x dans D.
(4.58)
Dans cette intégrale (4.58) la surface Σ est le plan x3 = 0 entier, c’est-à-dire que Σ est une
surface non bornée. D’après (4.55) et (4.56), il n’y a pas une condition limite imposée sur le
plan x3 = 0, donc le tenseur G n’est pas unique. Il est judicieux alors de choisir un tenseur de
Green particulier de manière à ce que l’intégrale sur Σ disparaisse. On prend le tenseur Gc de
composante cartésienne Gcjk = v

















3 = 0 sur Σ. (4.59)
En utilisant (4.55) et (4.56) avec la condition de glissement (4.59), on arrive à obtenir analyti-
quement le tenseur de Green Gc : ceci est effectué au chapitre 3.
Écrivons maintenant la partie de l’équation intégrale (4.58) sur la paroi. On utilise ici les nota-
tions suivantes :
u’ : le tenseur de Green Gc et σ′= le tenseur des contraintes T c associé à Gc. On veut montrer
que ∫
Σ




Soit f = σ · n et f ′ = σ′ · n. Sur la paroi nous avons u3 = 0, donc

















ce qui donne en utilisant que u et u′ vérifient la condition de glissement de Navier
σ · n = −pe3 + µ
λ
(u1e1 + u2e2) (4.62)
Nous avons aussi
(σ · n)u′ = (u′.n)(σ.n).n + [u′ − (u′.n)n][σ.n − (σ.n)n] (4.63)
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et
σ.n− (σ.n)n = µ
λ
(u1e1 + u2e2) et u
′ − (u′.n)n = u′1e1 + u′2e2. (4.64)
Par suite on aura














2) = (u− (u.n)n)(σ′.n− (σ′.n)n) et u′.n = u.n = 0. (4.66)
Nous obtenons donc, σ′.n.u− σ.n.u′ = 0 sur Σ, ce qui donne∫
Σ
σ · n.u′dS −
∫
Σ
u.σ′.ndS = 0. (4.67)
Maintenant, en écrivant (4.58) et en utilisant (4.67) pour le tenseurGc et le tenseur des contraintes




{(ei.σ.n)(y)Gcij (y,x) − (u(y).ei)T cijk(y,x)(n(y).ek)}dS(y). (4.68)
D’après Pozrikidis [12], la deuxième intégrale sur le tenseur de contrainte T c est nulle. Par suite




{(ei.σ.n)(y)Gcij (y,x)}dS(y),pour x dans D. (4.69)
On a σ · n = f , où f est la force surfacique exercée par le fluide sur la particule. Lorsque x
tend vers la surface S de la particule, c’est-à-dire, x s’approche de y, Gc(y,x) est intégrable
sur S (pour y ∈ S). D’après la condition limite (4.53) et par limite de x sur la surface S de la
particule, l’intégrale (4.69) s’écrit pour tout x sur S





ij(y,x)dS(y), pour x = OM sur S. (4.70)
Le traitement du problème de Stokes (4.52), (4.53) et (4.54) fait appel aux trois étapes suivantes :
1. La détermination du tenseur de Green Gc (calcul analytique fait au chapitre 3).
2. La détermination de la force surfacique f = σ · n par résolution de l’équation intégrale
(4.70). Ceci nous permet ensuite de calculer la force totale F et le couple total C (par







(O′M ∧ σ).ndS. (4.71)
3. Au besoin, on calcule le champ de vitesse u dans le fluide, en utilisant (4.69).
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4.2.2 Cas de l’écoulement extérieur (u∞, p∞)
Considérons l’écoulement (u∞ +u, p∞ + p) de contrainte associée (σ∞ +σ) avec (u, p) solution
du problème de Stokes dans le milieu fluide et tel que
(u, p)→ (0, 0) loin de la paroi, (4.72)
et
u = −u∞ +U+Ω ∧O′M sur la surface de la sphère S. (4.73)




{(ei.σ.n)(y)Gcij(y,x) − (u(y).ei)T cijk(y,x)(n(y).ek)}dS(y) (4.74)




{fi(y)Gcij(y,x) − (u(y).ei)T cijk(y,x)(n(y).ek)}dS(y) (4.75)
Notons ici que (u, p) verifie les conditions de Navier sur Σ. En utilisant la démarche employée
pour établir (4.60) nous voyons que cette fois∫
Σ
{fi(y)Gcij(y,x) − (u(y).ei)T cijk(y,x)(n(y).ek)}dS(y) = 0. (4.76)
D’autre part, (u∞, p∞) est un écoulement de Stokes dans la particule et puisque x est située












{f∞i (y)Gcij(y,x) − (u∞(y).ei)T cijk(y,x)(n(y).ek)}dS(y) (4.78)




{(fi + f∞i )(y)Gcij(y,x) − (ui + u∞i )(y)T cijk(y,x)(n(y).ek)}dS(y). (4.79)





(σ + σ∞).ndS et C =
∫
S











σ.ndS et C =
∫
S
O′M ∧ σ.ndS (4.81)
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Soient (u, p) et (u′, p′) deux écoulements qui vérifient (4.52), (4.54) et (4.73) de tenseurs de
contraintes respectivement σ et σ′. Le théorème de réciprocité s’écrit∫
S∪Σ
u · σ′ · ndS =
∫
S∪Σ
u′ · σ · ndS. (4.82)
Soient (u(i)t , p
(i)




r ) (i=1,2,3), six écoulements de Stokes. Les indices t et r indiquent
respectivement les cas de la translation et la rotation. Ces écoulements obéissent également aux
équations (4.52), (4.54) et (4.73). Nous avons
u(i)t = ei sur S, (4.83)
u(i)r = ei ∧O′M sur S, (4.84)
f(i)t = σ
(i)
t · n et f(i)r = σ(i)r · n sur S. (4.85)
D’après (4.81) et (4.83) nous avons
Fi = F · ei =
∫
S
ei · σ · ndS =
∫
S
u(i)t · σ · ndS (4.86)
Le théorème de réciprocité (4.82) pour les écoulement (u, p) et (u(i)t , p
(i)
t ), en utilisant la condition
de glissement (4.54) sur la paroi Σ et d’après (4.67), s’écrit∫
S
u(i)t · σ · ndS =
∫
S
u · σ(i)t · ndS. (4.87)




u · f(i)t dS. (4.88)




u∞ · f(i)t dS +
∫
S
(U +Ω ∧O′M) · f(i)t dS. (4.89)
D’autre part nous avons









Appliquons maintenant de nouveau le théorème de réciprocité pour les deux écoulements (u, p)
et (u(i)r , p
(i)
r ) de contraintes associées σ et σ
(i)
r , nous avons∫
S∪Σ
u(i)r · σ · ndS =
∫
S∪Σ
u · σ(i)r · ndS. (4.92)
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Ces deux écoulements vérifient la condition de glissement de Navier donc d’après (4.67), l’intégrale
(4.92) s’écrit ∫
S
u(i)r · σ · ndS =
∫
S
u · σ(i)r · ndS. (4.93)




u · σ(i)r .ndS =
∫
S
u · f(i)r dS. (4.94)




u∞ · f(i)r dS +
∫
S
(U +Ω ∧O′M) · f(i)r dS. (4.95)





u∞ · f(i)t dS et Ci = −
∫
S
u∞ · f(i)r dS. (4.96)
Les forces f(i)t et f
(i)
r sont calculées numériquement par résolution de l’équation (4.58) ce qui nous
a permis par suite de calculer la force Fi et le couple Ci.









En calculons f + f∞ = (σ +σ∞).n, on en déduit le calcul du stresslet, moment symétrique des
contraintes pour une sphère fixe dans l’écoulement.








(U+Ω ∧O′M).f(i)t dS = 0, (4.98)















t dS)Uj + (
∫
S










t dS et Bij =
∫
S





u∞.f(i)t dS (i=1,2,3). (4.102)






r dS)Uj + (
∫
S
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r dS et Dij =
∫
S





u∞.f(i)r dS (i=1,2,3). (4.105)
Si on considère maintenant les écoulements de translation (u(i)t , p
(i)




t ) de contraintes
respectives σ(i)t et σ
(i)










Puisque les deux écoulements de translations vérifient les conditions de glissement de Navier et




















u(i)t = ei et u
(j)
t = ej . (4.109)










On déduit alors que Aij = Aji.




r) de contraintes respec-
tives σ(i)r et σ
(j)










Puisque les deux écoulements de rotation vérifient les conditions de glissement de Navier et











f (i)r = σ
(i)





u(i)r = ei ∧O′M et u(j)r = ej ∧O′M . (4.114)
En injectant les relations (4.113) et (4.114) dans (4.112) nous obtenons∫
S
(ei ∧O′M).f (j)r dS =
∫
S
(ej ∧O′M).f (i)r dS. (4.115)
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On conclut donc, d’après les relations (4.104) et (4.115) que Dji = Dij .
Si on considère cette fois respectivement les écoulements de rotation et de translation (u(j)r , p
(j)
r )
et (u(i)t , p
(i)














Ces deux écoulements considérés vérifient la condition de glissement sur la paroi et en utilisant

















(ej ∧O′M).f (i)t dS. (4.118)
Ce qui donne d’après (4.101), (4.104) et (4.118) que Bij = Eji.








A = Aijei ⊗ ei, B = Bijei ⊗ ei, E = Eijei ⊗ ei et D = Dijei ⊗ ei. (4.119)
Pour l’écoulement u = U +Ω ∧O′M nous avons la force F et le couple C sont donnés par
F = A.U+B.Ω et C = E.U+D.Ω. (4.120)
On veut montrer dans ce qui suit que la matrice M est définie negative. Considérons le vecteur
X = (U, Ω)t nous avons
Xt.M .X = F.U +C.Ω. (4.121)
D’autre part, nous avons
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u.σ.n = u.(−pn+ 2µ.e.n), (4.125)
puisque la vitesse u vérifie la condition de glissement de Navier sur la paroi nous avons u.n =
u3 = 0, ui = λ(
∂ui
∂x3



















1)dS < 0. (4.127)
On conclut donc que la matrice M est réelle symétrique et définie négative par suite elle est
inversible ce qui impose l’unique solution du système linéaire.





{(fi+f∞i )(y)Gcij(y,x)−(ui+u∞i )(y)T cijk(y,x)(n(y).ek)}dS(y).
(4.128)
4.3 Résolution numérique de l’équation intégrale par la
méthode des éléments de frontières







Pour cela on discrétise l’équation intégrale (4.129) sur un nombre fini d’éléments de surface.
La discrétisation par éléments de surface résulte d’une transposition discrète des méthodes de
représentation de la géométrie et des variables par des fonction de formes et des valeurs nodales
classiquement utilisées dans le contexte des méthodes des éléments finis. On introduit pour cela
une partition de la surface S en Ne éléments de surface Ee, e ∈ {1, · · · , Ne}, disjoints. Ce procédé
permet la construction d’une surface approchée S˜ = ∪Ee de S. Ceci est obtenu en utilisant un
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maillage de la surface de la particule constitué de Ne éléments de surface Ee. L’intégrale (4.129)









Le calcul effectif de chaque intégrale sur l’élément Ee repose sur une description analytique du
type
ξ ∈ ∆e → y(ξ) ∈ Ee (4.131)
qui fait correspondre chaque élément Ee à un élément de référence ∆e qui est ici un triangle à 6
noeuds avec ξ = (ξ1, ξ2). Pour un élément de surface donné Ee, l’image sur la surface S des points
ξ(q) = (ξ1(q), ξ2(q)) est notée y(e, q). Chaque élément de Ee est alors décrit par un paramétrage
de la forme




où y(e, 1), · · · ,y(e, 6) sont les noeuds géométriques sur la facette Ee et les Mq(ξ), q ∈ {1, · · · , 6}
sont les 6 fonctions de forme choisies. Cettes dernières sont ici des polynômes d’ordre 2 qui




Mq(ξ) = 1, ξ ∈ ∆e, (q, p) ∈ {1, · · · , 6} (4.133)
où ξ(q) est l’antécédent sur ∆e du noeud y(e, q) de Ee. Ainsi la construction de la surface
approchée S˜ = ∪Ee comporte les étapes suivantes :
– Le choix des 6 noeuds géométriques situés sur S. Ce choix est retenu sous la forme d’une table
de coordonnées donnant pour chaque q, 1 ≤ q ≤ 6 les coordonnées cartésiennes de y(e, q).
– La table de connectivité qui à tout couple (e, q) associe N(e, q) et donne pour chaque noeud
y(e, q) de numéro local q sur l’élément local de numéro e son numéro global m(e, q), où
(1 ≤ m(e, q) ≤ 6). Ainsi l’élément de surface Ee est défini par la donnée des 6 noeuds
ym(e,q), · · · ,ym(e,6).
Les tables de coordonnées et de connectivité définissent le maillage. La surface approchée S˜
résulte alors d’une interpolation de type (4.132) sur chaque élément. Les fonctions de forme qui
vérifient (4.133) sont ici telles que :
M1(ξ) = (2ξ3 − 1)ξ3, M2(ξ) = 4ξ1ξ3, M3(ξ) = (2ξ1 − 1)ξ1, (4.134)
M4(ξ) = 4ξ1ξ2, M5(ξ) = (2ξ2 − 1)ξ2, M6(ξ) = 4ξ2ξ3 (4.135)
où ξ1 et ξ2 sont les coordonnées de ξ dans le triangle de référence ∆e avec ξ1 ≥ 0, ξ2 ≥ 0 et
ξ3 = 1 − ξ1 − ξ2 ≥ 0. La variation quadratique en ξ1, ξ2 des fonctions de forme M1, · · · ,M6,
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y(e, q)[Mq,ξ1(ξ)dξ1 +Mq,ξ2(ξ)dξ2] = t1dξ1 + t1dξ1 (4.136)
où t1 et t2 sont les vecteurs de la base naturelle du plan tangent à Ee en y(ξ). Ces vecteurs sont








Les fonctionsMq,ξ1 etMq,ξ2 sont les dérivées de premier ordre des fonctionsMq pour (1 ≤ q ≤ 6).
L’élément d’aire dS au point y(ξ) d’un élément de surface est alors donné par :
dS(y) = |t1 ∧ t1|dξ1dξ2 = J(ξ)dξ1dξ2 (4.138)
où J(ξ) est le Jacobien du changement de variable y → ξ inverse du paramétrage (4.132) de













Mq(ξ)(f .ei)(y(e, q)). (4.140)















Dans ce qui suit nous examinons comment calculer l’intégrale I(e,q)(x) précédente à chaque noeud
du maillage x. On distingue alors deux cas pour la position du point x :
1- Le cas où x 6∈ ∆e. Dans ce cas l’intégrale I(e,q) est régulière et est calculée par l’utilisation de
formules de quadrature par points de Gauss.
2- Le cas où x ∈ ∆e. L’intégrale I(e,q)(x) est alors singulière car Gcij(y,x) est faiblement singulier
lorsque le point y s’approche de x qui se trouve sur ∆e. Plus précisément, ici x est l’un des noeuds
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y(e, q) de l’élément ∆e de coordonnées η = (η1, η2). On introduit alors les coordonnées polaires
(ρ, α) centrées en η dans le triangle de référence ∆e et telles que :
ξ1 = η1 + ρ cosα et ξ2 = η2 + ρ sinα, pour α1 < α < α2 , 0 ≤ ρ ≤ d(α) . (4.143)





D’après la formule de Taylor pour les polynômes de 2 variables on a
Mq(ξ)−Mq(η) = (ξ1 − η1)Mq,ξ1(ξ, η) + (ξ2 − η2)Mq,ξ2(ξ, η). (4.145)
D’après (4.143), l’équation (4.145) s’écrit en coordonnées polaires, pour tout q ∈ {1, · · · 6},
Mq(ξ)−Mq(η) = ρ(cosαMq,ξ1(ξ, η) + sinαMq,ξ2(ξ, η)). (4.146)
Les polynômes Mq,ξ1 et Mq,ξ2 sont définis ici, pour tout 1 ≤ q ≤ 6, comme suit :
M1,ξ1(ξ) = 1− 4ξ3, M2,ξ1(ξ) = 4(ξ3 − ξ1), M3,ξ1(ξ) = −1 + 4ξ1, (4.147)
M4,ξ1(ξ) = 4ξ2, M5,ξ1(ξ) = 0, M6,ξ1(ξ) = −4ξ2, (4.148)
M1,ξ2(ξ) = 1− 4ξ3, M2,ξ2(ξ) = −4ξ1, M3,ξ2(ξ) = 0, (4.149)
M4,ξ2(ξ) = 4ξ1, M5,ξ2(ξ) = −1 + 4ξ2, M6,ξ2(ξ) = 4(ξ3 − ξ2). (4.150)
Soit M̂q la fonction de forme modifiée en utilisant les polynômes Mq,ξ1 et Mq,ξ2 , définie par
M̂q(ρ, α, η) = cosαMq,ξ1(ξ, η) + sinαMq,ξ2(ξ, η). (4.151)
La relation (4.146) s’écrit donc
Mq(ξ)−Mq(η) = ρM̂q(ρ, α, η), pour 1 ≤ q ≤ 6 . (4.152)
À partir de (4.147), (4.148), (4.149), (4.150) et (4.151), les polynômes M̂q s’écrivent ici pour tous
q = {1, · · · , 6} sous les formes suivantes où η3 = 1− η1 − η2
M̂1 = (1− 4η3)(cosα+ sinα) + 2ρ(cosα+ sinα)2, (4.153)
M̂2 = 4[η3 cosα− η1(cosα+ sinα)− ρ cosα(cosα+ sinα)], (4.154)
M̂3 = 4[η1 − 1] cosα+ 2ρ cos2 α, (4.155)
M̂4 = 4(η2 cosα+ η1 sinα) + 4ρ cosα sinα, (4.156)
M̂5 = 4[η2 − 1] cosα+ 2ρ sin2 α, (4.157)
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M̂6 = 4[η3 sinα− η2(cosα+ sinα)− ρ cosα(cosα+ sinα)]. (4.158)
Pour tout y et x sur l’élément Ee et en utilisant (4.152), la relation (4.144) s’écrit




où |∑6q=1 M̂qy(e, q)| est non nulle en ρ = 0. On peut donc voir, qu’il existe une fonction Ĝ non






Enfin l’élément différentiel devient
dξ = ρdρdα. (4.161)
La combinaison de (4.152), (4.159) (4.160) et (4.161) permet finalement de réécrire l’intégrale







Mq(ρ, α, η)Ĝij(ρ, α, η)dρ}dα. (4.162)
La méthode de quadrature de Gauss consiste à remplacer le calcul de l’intégrale par une somme
pondérée des valeurs prises par l’intégrande en un certain nombre de points du domaine d’in-
tégration. C’est une méthode de quadrature exacte pour un polynˆome de degré 2n − 1 avec n
points pris sur le domaine d’intégration.
Pour l’intégrale régulière (cas où x 6∈ ∆e), une manière habituelle de calculer l’intégrale (4.142)
consiste à faire un changement de variable qui transforme le triangle ∆e en un carré [−1, 1]2, mais
cette méthode brise la symétrie du triangle qui doit être privilégiée. Il existe d’autre part des
formules d’intégration numérique utilisant les points (ξ1(i), ξ2(i)) et les poids ωi spécialement
adaptés au triangle (Lyness et Jespersen [13]), et respectant la symétrie ternaire. L’intégrale




où N est le nombre de points de Gauss à utiliser sur l’élément de surface Ee. Pour le cas où
x ∈ ∆e , le calcul de l’intégrale (4.162) nécessite cette fois un dernier changement de variable.
En effet, la description de l’élément de référence ∆e en coordonnées polaires (ρ, α) utilise une
subdivision en trois triangles de ∆e. Chacun des triangles est caractérisé par la donnée de quatre
paramètres ρ0, α1, αm et contient les points ξ(ρ, α) tels que α1 ≤ α ≤ α2 et 0 ≤ ρ ≤ ρ0cos(α−αm)
où αm = {π/4, 3π/4}. Sur chacun des triangles de la subdivision de ∆e, on considère alors le











cos(α− αm)(1 + v1). (4.164)
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Les variables (v1, v2) parcourent le carré [−1, 1]2 pour chaque subdivision (triangles). L’élément
différentiel se transforme en
dρdα =
(α2 − α1)ρ0
4 cos(α − αm) . (4.165)
Cet ultime changement de variable permet ainsi de calculer l’intégrale singulière à l’aide de points










où les ξ(i) et les ωi sont les points et poids de Gauss. Enfin, l’équation intégrale (4.70) aura la
forme d’un système linéaire AX = B où A est une matrice pleine et non symétrique. Ce système
est résolu dans cette thèse par factorisation LU. Le nombre de point de Gauss N dépend de la
position de x par rapport à ∆e. Pour une intégrale régulière si x est loin de ∆e on peut prendre
le nombre N de points de quadrature de Gauss assez petit, mais si x est proche de ∆e il faut
prendre un grand nombre de points. Le nombre N doit être suffisant pour avoir une précision
donnée.
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Chapitre 5
Résultats pour une sphère et pour un
ellipsoïde avec glissement sur la paroi
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5.1 Introduction
On présente dans ce chapitre les résultats obtenus par la méthode des équations intégrales expli-
quée au chapitre 4. Puis on compare ces résultats avec ceux du chapitre 1, pour une sphère dans
un écoulement de cisaillement parabolique près d’une paroi en x3 = 0 sur laquelle s’exerce une
condition de glissement. On donne des tables de résultats qui montrent que plus le nombre de
noeud du maillage est élevé plus les résultats sont précis. Dans une seconde partie de ce chapitre
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on donne, en utilisant la méthode des équations intégrales, des résultats pour une particule ellip-
soïdale. Enfin on compare les résultats de la sphère avec ceux de l’ellipsoïde. Ces deux particules
de forme différente ont le même centre et le même volume. Ces résultats nous permettront de
remarquer l’influence du volume de la particule sur les forces et couples. On peut aussi étendre
le calcul en utilisant la méthode des éléments de surface pour étudier le problème physique d’un
ellipsoïde fixe, incliné par rapport au plan(e1,e3).
5.2 Résultats pour une sphère
Avec la méthode des éléments de frontière utilisée au chapitre 4, pour le calcul des intégrales de
surfaces et par linéarité, la force et le couple exercés par le fluide newtonien sur la surface de la





σ · nds, C =
∫
S
r ∧ [σ · n]ds. (5.1)
La sphère se déplaçant au voisinage de la paroi en x3 = 0, les expressions de F et C dépendent
seulement de six coefficients de frottement : f33, c33, f11, c12, f21 et c22. Ces coefficients sont
définis comme suit :
F = −6πµfaf33U et C = 0 pour U ∧ e3 = Ω = 0, (5.2)
C = −8πµfa3c33Ω et F = 0 pour Ω ∧ e3 = U = 0, (5.3)
F = −6πµfaf11U et C = −8πµfa2c12U ∧ e3 pour U ∧ e1 = Ω = 0, (5.4)
C = −8πµfa3c22Ω et F = −6πµfa2f21Ω ∧ e3 pour Ω ∧ e2 = U = 0. (5.5)
Nous présentons maintenant dans les tables Tab.5.1, Tab.5.2 et Tab.5.3, les résultats des co-
efficients de frottement f11, c12, f21 et c22 pour différentes valeurs de ℓa et différentes valeurs
de la longueur de glissement adimensionnée ba = λ, en faisant varier le nombre de noeuds N
du maillage. On donne d’autre part les résultats pour ces coefficients en utilisant le calcul en
coordonnées bipolaires (chapitre 1). Cette comparaison permet de voir que les résultats obtenus
par la méthode des intégrales de surface convergent très remarquablement lorsque N croît vers
ceux obtenus par le calcul en coordonnées bipolaires.
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λ = 0.3 et ℓ
a
= 3 N=74 N=242 N=1058 Bipolaires
f11 1.20041 1.20349 1.20382 1.20385
c12 0.000048 0.000097 0.000087 0.000085
f21 0.000053 0.000115 0.000115 0.000114
c22 1.01005 1.00932 1.00912 1.00911
Tab. 5.1 – Valeurs des coefficients f11, c12, f21 et c22 pour λ=0.3.
λ = 1 et ℓ
a
= 1.5 N=74 N=242 N=1058 Bipolaires
f11 1.28628 1.28981 1.29020 1.29023
c12 -0.026335 -0.026200 -0.026285 -0.026293
f21 -0.034849 -0.035023 -0.035054 -0.035057
c22 1.03624 1.03560 103548 1.03548
Tab. 5.2 – Valeurs des coefficients f11, c12, f21 et c22 pour λ=1.
λ = 3 et ℓ
a
= 1.1 N=74 N=242 N=1058 Bipolaires
f11 1.08794 1.09024 1.09048 1.09050
c12 -0.104126 -0.104399 -0.104645 -0.104668
f21 -0.138909 -0.139704 -0.139551 -0.139557
c22 1.090462 1.090456 1.092046 1.092192
Tab. 5.3 – Valeurs des coefficients f11, c12, f21 et c22 pour λ=3.
On donne maintenant la Table Tab.5.4 qui présente les résultats de la méthode des équations
intégrales pour les coefficients de frottement f33 et c33 et on compare ces résultats avec ceux
obtenus en coordonnées bipolaires. On corrige les résultats de O’Neill et Bhatt([8]) qui ont aussi
utilisé les coordonnées bipolaires mais n’ont pas pris un nombre suffisant de termes dans le calcul
de leurs séries. Dans notre calcul nous avons pris 2500 termes.
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λ = 2.5 et ℓ
a
= 1.543 N=74 N=242 N=1058 Bipolaires (corrigé) O’Neill et Bhatt
f33 2.11545 2.12474 2.12572 2.12568 2.11843
c33 0.99321 0.98947 0.98934 0.98935 0.98835
Tab. 5.4 – Correction des coefficients f33 et c33.
On compare à présent, pour une sphère fixée dans un écoulement parabolique près d’une paroi
sur laquelle s’exerce une condition de glissement, les résultats en coordonnées bipolaires et les
résultats avec la méthode des équations intégrales. Ces résultats concernent la force adimension-
née fpxx et le couple adimensionné c
p
xy exercés par le fluide sur la sphère. On donne aussi des
résultats pour les vitesses adimensionnées up et wp d’une sphère libre de se mouvoir dans un
écoulement parabolique avec une condition de glissement sur la paroi. Rappelons d’abord les
















[En cothα+ 2n(n+ 1)An] . (5.7)
Les vitesses adimensionnées sont définies de la façon suivante et leurs expressions en fonction des
coefficients de frottement s’écrivent comme suit (chapitre 2) :
W p = ak(
ℓ
a



























xx − f rxyctyx]
. (5.9)
Pour le cas du non-glissement (Tab.5.5) on remarque que pour toutes valeurs de la distance du
centre de la sphère à la paroi, les comparaisons entre les résultats en calculs bipolaires et ceux
obtenus par la méthode des intégrales de surfaces sont excellentes. Dans le cas où il y a glissement
sur la paroi, les résultats sont aussi en excellent accord pour les cas des grandes distances à la
paroi.
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Résultats pour le cas de la longueur de glissement adimensionnée λ = 0 pour différentes valeurs
de la distance adimensionnée entre le centre de la sphère et la paroi.
λ = 0 , ℓ
a
=1.1 N=74 N=242 N=1058 Bipolaires
f pxx 1.8270 1.8352 1.8361 1.8362
cpxy 0.9867 0.9903 0.9900 0.9900
up 0.6583 0.6616 0.6633 0.6633
wp 0.7200 0.7334 0.7373 0.7372
λ = 0 , ℓ
a
=1.5 N=74 N=242 N=1058 Bipolaires
f pxx 1.5629 1.5680 1.5686 1.5686
cpxy 0.9880 0.9914 0.9911 0.9911
up 0.8640 0.8637 0.8636 0.8636
wp 0.9110 0.9150 0.9147 0.9147
λ = 0 , ℓ
a
=3 N=74 N=242 N=1058 Bipolaires
f pxx 1.2421 1.2454 1.2458 1.2458
cpxy 0.9942 0.9980 0.9977 0.9976
up 0.9792 0.9793 0.9793 0.9793
wp 0.9845 0.9893 0.9891 0.9890
λ = 0 , ℓ
a
=5 N=74 N=242 N=1058 Bipolaires
f pxx 1.1323 1.1351 1.1354 1.1354
cpxy 0.9958 0.9998 0.9994 0.9994
up 0.9952 0.9952 0.9952 0.9952
wp 0.9930 0.9978 0.9976 0.9976
Tab. 5.5 – Valeurs des coefficients f pxx et c
p
xy pour λ = 0.
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Résultats pour le cas de la longueur de glissement adimensionnée λ = 0.3 pour différentes valeurs
de la distance adimensionnée entre le centre de la sphère et la paroi.
λ = 0.3 , ℓ
a
=1.1 N=74 N=242 N=1058 Bipolaires
f pxx 1.7044 1.7110 1.71164 1.71169
cpxy 0.9876 0.9910 0.9904 0.9903
up 0.7855 0.7859 0.7857 0.7856
wp 0.7917 0.7951 0.7943 0.7942
λ = 0.3 , ℓ
a
=1.5 N=74 N=242 N=1058 Bipolaires
f pxx 1.4891 1.4939 1.4944 1.4944
cpxy 0.9941 0.9979 0.9975 0.9974
up 0.8959 0.8961 0.8961 0.8960
wp 0.9110 0.9150 0.9147 0.9147
λ = 0.3 , ℓ
a
=3 N=74 N=242 N=1058 Bipolaires
f pxx 1.2225 1.2256 1.2261 1.2261
cpxy 0.9961 1.0000 0.9997 0.9996
up 0.9820 0.9822 0.9822 0.9822
wp 0.9863 0.9911 0.9909 0.9908
λ = 0.3 , ℓ
a
=5 N=74 N=242 N=1058 Bipolaires
f pxx 1.1252 1.1280 1.1283 1.1283
cpxy 0.9963 1.0003 1.0000 1.0000
up 0.9956 0.9957 0.9957 0.9957
wp 0.9932 0.9981 0.9979 0.9979
Tab. 5.6 – Valeurs des coefficients f pxx, c
p
xy, u
p et wp pour λ = 0.3.
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Résultats pour le cas de la longueur de glissement adimensionnée λ = 0.7, pour différentes valeurs
de la distance adimensionnée entre le centre de la sphère et la paroi.
λ = 0.7 , ℓ
a
=1.1 N=74 N=242 N=1058 Bipolaires
f pxx 1.6126 1.6187 1.6193 1.6194
cpxy 0.9859 0.9893 0.9887 0.9887
up 0.8460 0.8467 0.8466 0.8465
wp 0.7892 0.7921 0.7909 0.7908
λ = 0.7 , ℓ
a
=1.5 N=74 N=242 N=1058 Bipolaires
f pxx 1.4255 1.4300 1.4304 1.4305
cpxy 1.0008 1.0046 1.0042 1.0041
up 0.9168 0.9172 0.9172 0.9172
wp 0.93001 0.9342 0.9339 0.9338
λ = 0.7 , ℓ
a
=3 N=74 N=242 N=1058 Bipolaires
f pxx 1.2024 1.2055 1.2059 1.2059
cpxy 1.0000 1.0063 1.0033 1.0032
up 0.9843 0.9845 0.9845 0.9845
wp 0.9870 0.9918 0.9916 0.9915
λ = 0.7 , ℓ
a
=5 N=74 N=242 N=1058 Bipolaires
f pxx 1.1174 1.1201 1.1204 1.1204
cpxy 0.9975 1.0016 1.0012 1.0012
up 0.9960 0.9961 0.9961 0.9961
wp 0.9934 0.9983 0.9981 0.9980
Tab. 5.7 – Valeurs des coefficients f pxx, c
p
xy, u
p et wp pour λ = 0.7.
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Résultats pour le cas de la longueur de glissement adimensionnée λ = 1, pour différentes valeurs
de la distance adimensionnée entre le centre de la sphère et la paroi.
λ = 1 , ℓ
a
=1.1 N=74 N=242 N=1058 Bipolaires
f pxx 1.5663 1.5722 1.5728 1.5729
cpxy 0.9847 0.9881 0.9875 0.9874
Up 0.7828 0.8737 0.8737 0.8737
W p 0.7855 0.7880 0.7867 0.7865
λ = 1 , ℓ
a
=1.5 N=74 N=242 N=1058 Bipolaires
f pxx 1.3910 1.3953 1.3958 1.3958
cpxy 1.0044 1.0082 1.0078 1.0074
up 0.9271 0.9276 0.9275 0.9275
wp 0.9290 0.9330 0.9327 0.9326
λ = 1 , ℓ
a
=3 N=74 N=242 N=1058 Bipolaires
f pxx 1.1901 1.1932 1.1935 1.1935
cpxy 1.0022 1.0062 1.0058 1.0058
up 0.9856 0.9857 0.9857 0.9857
wp 0.9872 0.9919 0.9917 0.9917
λ = 1 , ℓ
a
=5 N=74 N=242 N=1058 Bipolaires
f pxx 1.1123 1.1150 1.1152 1.1153
cpxy 0.9985 1.0026 1.0022 1.0022
up 0.9962 0.9963 0.9963 0.9963
wp 0.9935 0.9983 0.9981 0.9981
Tab. 5.8 – Valeurs des coefficients f pxx, c
p
xy, u
p et wp pour λ = 1.
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Résultats pour le cas de la longueur de glissement adimensionnée λ = 2, pour différentes valeurs
de la distance adimensionnée entre le centre de la sphère et la paroi.
λ = 2 , ℓ
a
=1.1 N=74 N=242 N=1058 Bipolaires
f pxx 1.4705 1.4760 1.4766 1.4766
cpxy 0.9812 0.9846 0.9840 0.9839
up 0.9231 0.9244 0.9245 0.9245
wp 0.7757 0.7781 0.7766 0.7764
λ = 2 , ℓ
a
=1.5 N=74 N=242 N=1058 Bipolaires
f pxx 1.3152 1.3192 1.3197 1.3197
cpxy 1.0115 1.0153 1.0149 1.0149
up 0.9480 0.9486 0.9486 0.9486
wp 0.9248 0.9288 0.9284 0.9283
λ = 2 , ℓ
a
=3 N=74 N=242 N=1058 Bipolaires
f pxx 1.1588 1.1618 1.1621 1.1621
cpxy 1.0090 1.0131 1.0128 1.0127
up 0.9883 0.9884 0.9884 0.9884
wp 0.9871 0.9918 0.9916 0.9916
λ = 2 , ℓ
a
=5 N=74 N=242 N=1058 Bipolaires
f pxx 1.0985 1.1011 1.1014 1.1014
cpxy 1.0017 1.0058 1.0055 1.0054
up 0.9968 0.9967 0.9969 0.9969
wp 0.9935 0.9984 0.9982 0.9982
Tab. 5.9 – Valeurs des coefficients f pxx, c
p
xy, u
p et wp pour λ = 2.
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Résultats pour le cas de la longueur de glissement adimensionnée λ = 5, pour différentes valeurs
de la distance adimensionnée entre le centre de la sphère et la paroi.
λ = 5 , ℓ
a
=1.1 N=74 N=242 N=1058 Bipolaires
f pxx 1.3488 1.3539 1.3543 1.3543
cpxy 0.9747 0.9781 0.9775 0.9774
up 0.9779 0.9795 0.9797 0.9797
wp 0.7639 0.7660 0.7643 0.7641
λ = 5 , ℓ
a
=1.5 N=74 N=242 N=1058 Bipolaires
f pxx 1.2122 1.2158 1.2162 1.2162
cpxy 1.0184 1.0224 1.0219 1.0219
up 0.9733 0.9740 0.9741 0.9741
wp 0.9181 0.9219 0.9215 0.9215
λ = 5 , ℓ
a
=3 N=74 N=242 N=1058 Bipolaires
f pxx 1.1059 1.1087 1.1089 1.1090
cpxy 1.0203 1.0245 1.0241 1.0240
up 0.9921 0.9923 0.9923 0.9923
wp 0.9864 0.9911 0.9909 0.9908
λ = 5 , ℓ
a
=5 N=74 N=242 N=1058 Bipolaires
f pxx 1.0719 1.0743 1.0746 1.0746
cpxy 1.0085 1.0126 1.0123 1.0122
up 0.9967 0.9977 0.9977 0.9977
wp 0.9935 0.9983 0.9981 0.9981
Tab. 5.10 – Valeurs des coefficients f pxx, c
p
xy, u
p et wp pour λ = 5.
Maintenant on trace les courbes des grandeurs fpxx, c
p
xy, up et wp où nous avons superposé
les valeurs du calcul en coordonnées bipolaires (lignes de différentes couleurs) et les résultats
numériques qui sont représentés sur chaque courbe par des points.
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Fig. 5.1 – Superposition des résultats du calcul en coordonnées bipolaires (lignes) avec
ceux en calcul numérique (points) pour le coefficient f pxx pour une sphère fixe dans un
écoulement parabolique avec condition de glissement sur la paroi pour différentes valeurs
du glissement.
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Fig. 5.2 – Superposition des résultats du calcul en coordonnées bipolaires (lignes) avec
ceux en calcul numérique (points) pour le couple cpyx pour une sphère fixe dans un écou-
lement parabolique avec condition de glissement sur la paroi pour différentes valeurs du
glissement.
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Fig. 5.3 – Superposition des résultats du calcul en coordonnées bipolaires (lignes) avec
ceux en calcul numérique (points) pour la vitesse de translation up d’une sphère libre de
se mouvoir dans un écoulement parabolique avec condition de glissement sur la paroi pour
différentes valeurs du glissement .
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Fig. 5.4 – Superposition des résultats du calcul en coordonnées bipolaires (lignes) avec
ceux en calcul numérique (points) pour la vitesse de rotation wp d’une sphère libre de se
mouvoir dans un écoulement parabolique avec condition de glissement sur la paroi pour
différentes valeurs du glissement .
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5.3 Résultats numériques pour une particule solide el-
lipsoïdale non inclinée dont un axe est normal à la
paroi
Le calcul en coordonnées bipolaires est limité au cas d’une particule sphérique, alors que la mé-
thode des éléments de frontière peut être applicable à une particule non sphérique. Les résultats
présentés sur les figures ci-dessous, montrent comment la force totale et le coupe total exercés
par le fluide sur la particule, pour le cas de glissement sur la paroi, dépendent de la forme de
cette particule.
On compare les résultats obtenus pour une sphère de rayon a, fixée dans un écoulement parabo-
lique près d’une paroi sur laquelle s’exerce une condition de glissement et pour un ellipsoïde de
même centre et de même volume que la sphère. Cette particule ellipsoïdale est maintenue fixe










Fig. 5.5 – Particule ellipsoïdale maintenue fixe, chaque axe ai étant parallèle à xi .
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5.3.1 Résultats pour le cas u∞ = 0
Pour cet ellipsoïde, on calcule les coefficients de frottement f33, c33, f11, c12, f21 et c22 à partir
des expressions (5.2), (5.3), (5.4) et (5.5).
Ces résultats sont calculés pour un nombre de noeuds dans le maillage N=1058 pour chaque
surface de la particule.
On peut voir (Fig.5.6) que le coefficient f33 a presque la même valeur pour la sphère et pour la
particule ellipsoïdale. Alors qu’il est clair que le coefficient de frottement f11 (Fig.5.7) dépend
de la forme de la particule .
Les coefficients de frottement c33, c22, c22 et c12 sont tracés respectivement figures (Fig.5.8),
(Fig.5.9) et (Fig.5.10), pour différentes valeurs de la longueur de glissement λ adimensionnée
en fonction de ℓa . Ces figures montrent la sensibilité de ces coefficients à la forme des particules
placées dans le fluide.












Fig. 5.6 – Comparaison du coefficient de frottement f33 pour une sphère (ligne en poin-
tillés) et une ellipsoïde(ligne continue) pour différentes valeurs du glissement, λ = 0(◦),
λ = 0.7(), λ = 2() et λ = 5(•).
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Fig. 5.7 – Comparaison du coefficient de frottement f11 pour une sphère (ligne en poin-
tillés) et une ellipsoïde(ligne continue) pour différentes valeurs du glissement, λ = 0(◦),
λ = 0.7(), λ = 2() et λ = 5(•).
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Fig. 5.8 – Comparaison du coefficient de frottement c33 pour une sphère (ligne en poin-
tillés) et une ellipsoïde(ligne continue) pour différentes valeurs du glissement, λ = 0(◦),
λ = 0.7(), λ = 2() et λ = 5(•).
5.3. Résultats numériques pour une particule solide ellipsoïdale non inclinée dont un axe est normal à la paroi117














Fig. 5.9 – Comparaison du coefficient de frottement c22 pour une sphère (ligne en poin-
tillés) et une ellipsoïde(ligne continue) pour différentes valeurs du glissement, λ = 0(◦),
λ = 0.7(), λ = 2() et λ = 5(•).
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Fig. 5.10 – Comparaison du coefficient de frottement c12 pour une sphère (ligne en poin-
tillés) et une ellipsoïde(ligne continue) pour différentes valeurs du glissement, λ = 0(◦),
λ = 0.7(), λ = 2() et λ = 5(•).
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5.3.2 Résultats pour un ellipsoïde non incliné dans un écoulement
de cisaillement parabolique ou linéaire avec glissement sur
la paroi
Maintenant on considère la particule ellipsoïdale fixe dans un écoulement de cisaillement para-
bolique où de cisaillement linéaire avec une condition de glissement sur la paroi. La force et le


























Dans le cas où l’ellipsoïde est libre de se déplacer dans un écoulement de cisaillement linéaire





















On donne maintenant les expressions des stresslets lorsque la particule ellipsoïdale est en trans-
lation de vitesse V ou en rotation de vitesse Ω dans un fluide au repos




Nous donnons les résultats concernant tous ces coefficients adimensionnés dans les figures sui-
vantes pour différentes valeurs du glissement.
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Fig. 5.11 – Variation de la force adimensionnée f p11 pour un ellipsoïde fixe dans un écou-
lement parabolique avec glissement sur la paroi pour différentes valeurs du glissement.





















Fig. 5.12 – Variation du couple adimensionné cp21 pour un ellipsoïde fixe dans un écoule-
ment parabolique avec glissement sur la paroi pour différentes valeurs du glissement.
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Fig. 5.13 – Variation du stresslet sp13 pour un ellipsoïde fixe dans un écoulement parabo-
lique avec glissement sur la paroi pour différentes valeurs du glissement.
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Fig. 5.14 – Variation de la vitesse de translation up pour un ellipsoïde libre de se déplacer
dans un écoulement parabolique avec glissement sur la paroi pour différentes valeurs du
glissement.
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Fig. 5.15 – Variation de la vitesse de rotation wp pour un ellipsoïde libre de se déplacer
dans un écoulement parabolique avec glissement sur la paroi pour différentes valeurs du
glissement.
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Fig. 5.16 – Variation du stresslet st13 pour un ellipsoïde en translation dans un fluide au
repos pour différentes valeurs du glissement.

























Fig. 5.17 – Variation du stresslet sr13 pour un ellipsoïde en rotation dans un fluide au
repos pour différentes valeurs du glissement.
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Fig. 5.18 – Variation de la force adimensionnée f c11 pour un ellipsoïde fixe dans un écou-
lement linéaire avec glissement sur la paroi pour différentes valeurs du glissement.




























Fig. 5.19 – Variation du couple adimensionné cc21 pour un ellipsoïde fixe dans un écoule-
ment linéaire avec glissement sur la paroi pour différentes valeurs du glissement.
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Fig. 5.20 – Variation du stresslet sc13 pour un ellipsoïde fixe dans un écoulement linéaire
avec glissement sur la paroi pour différentes valeurs du glissement.
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Fig. 5.21 – Variation de la vitesse de translation uc pour un ellipsoïde libre de se dépla-
cer dans un écoulement linéaire avec glissement sur la paroi pour différentes valeurs du
glissement.
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Fig. 5.22 – Variation de la vitesse de rotation wc pour un ellipsoïde libre de se dépla-
cer dans un écoulement linéaire avec glissement sur la paroi pour différentes valeurs du
glissement.
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Sur la (Fig.5.11), on remarque que plus l’écart adimensionné ( ℓa −1) entre la paroi et la particule
ellipsoïdale est petit, plus les valeurs de la force fp11 sont importantes. On voit aussi que dans ce
cas (( ℓa − 1) petit), lorsque le glissement croît les valeurs de la force décroissent et ceci apparaît
clairement dans le cas du non glissement (λ = 0) et le cas d’un glissement important (λ = 5).
Contrairement à la force, le couple cp21 (Fig.5.12) et la longueur de glissement ont le même sens
de variation. Près de la paroi, à une altitude 1.2, le couple atteint une valeur minimale et ceci
est vrai pour toute longueur de glissement.
Le stresslet pour un ellipsoïde fixe dans un écoulement parabolique avec glissement sur la paroi
(Fig.5.13) croît avec le glissement ; par exemple à une altitude ℓa = 1.2 le stresslet atteint sa
valeur minimale 0.874525 dans le cas du non-glissement et sa valeur maximale 0.988159 est
atteinte dans le cas d’un glissement grand ( λ = 5 ).
Lorsque la particule ellipsoïdale est libre de se mouvoir dans un écoulement parabolique avec
glissement sur la paroi, sa vitesse de translation (Fig.5.14) tend vers la valeur unité loin de la
paroi. Elle atteint la valeur 0.999591 à l’altitude ℓa = 10. Pour des petites distances particule-
paroi, l’ellipsoïde se translate avec une vitesse minimale 0.653526. Cette particule tourne avec
une vitesse wp (Fig.5.15) qui varie dans le même sens que la longueur de glissement λ. Loin de
la paroi ( ℓa ≥ 5), cette vitesse atteint presque son asymptote ; elle est de l’ordre de 0.819341.
Le stresslet pour un ellipsoïde en mouvement de translation dans un fluide au repos (Fig.5.16)
est plus important près de la paroi, sa valeur est plus élevée lorsque le glissement est moins
important. Loin de la paroi, à partir d’une altitude ℓa ≥ 5, le stresslet est presque nul, il est
de l’ordre de 0.002170. De même lorsque l’ellipsoïde est en mouvement de rotation, près de la
paroi, le stresslet (Fig.5.17) varie en sens contraire de la longueur de glissement, mais à partir
de ℓa ≥ 5 le stresslet, pour toute longueur λ, atteint asymptotiquement une valeur minimale ; il
vaut 0.138349.
Pour le cas où la particule ellipsoïdale est fixée dans un écoulement linéaire avec une condition de
glissement sur la paroi, la (Fig.5.18) présente la variation de la force f c11 qui atteint un maximum,
dans le cas du non-glissement, à une altitude 1.2 ; cette valeur maximale est 1.558804 alors
qu’à cette altitude et pour le cas d’un glissement important (λ = 5) cette force est minimale,
ce minimum est 0.978226. Pour cet écoulement le couple exercé sur la particule ellipsoïdale
(Fig.5.19) est important lorsque le glissement est plus élevé. Il croît lorsque l’écart ℓa − 1 entre
l’ellipsoïde et la paroi décroît. Pour chaque valeur du glissement, la courbe qui représente la
variation du couple atteint dans le cadre de notre calcul son maximum près de la paroi en
ℓ
a = 1.2 et son maximum à une grande altitude.
La (Fig.5.20) présente les variations du stresslet pour cet ellipsoïde, pour 1.2 ≤ ℓa ≤ 5. Les allures
des courbes diffèrent pour chaque glissement, alors qu’à partir d’une distance égale à 2 toutes les
courbes sont croissantes et suivent la même allure. La valeur du stresslet maximal est atteinte à
une grande distance de la paroi et la valeur minimale est 0.338369, atteinte en ℓa = 1.2.
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Dans un écoulement de cisaillement linéaire avec une condition de glissement sur la paroi, la
(Fig.5.21) montre qu’à la distance ℓa = 1.2, la particule ellipsoïdale se translate avec une vitesse
minimale de l’ordre de 0.734463 pour λ = 0 et que pour λ = 5 sa vitesse est 1.001860.
Près de la paroi, lorsque la distance est inférieure ou égale à 5, cette vitesse varie dans le même
sens que la longueur de glissement. À partir de ℓa = 5, les courbes de variation de cette vitesse
pour différentes valeurs de la longueur de glissement tendent vers une valeur presque égale à 1 ;
elle est de l’ordre de 0.9999. Lorsque cet ellipsoïde est en mouvement de rotation, les courbes
de sa vitesse (Fig.5.22) pour chaque glissement ont la même allure, elles croissent à partir d’une
distance très proche de la paroi et atteignent presque leur asymptote, pour toutes les longueurs
de glissement, à partir de ℓa ≥ 6. À ce niveau, à une altitude grande, l’ellipsoïde tourne avec une
vitesse égale à 0.819325.
5.4. Résultats pour un ellipsoïde incliné 131
5.4 Résultats pour un ellipsoïde incliné
On considère le même ellipsoïde, son demi-axe (O, a3) étant maintenant incliné d’un angle β = π4







Fig. 5.23 – Ellipsoïde incliné avec une angle β = π
4
par rapport à l’axe (O, x3) .
Par raison de non-symétrie de la figure, de nouveaux coefficients non nuls apparaissent. Pour
la force exercée par le fluide sur l’ellipsoïde fixe dans un écoulement de cisaillement linéaire ou
parabolique avec condition de glissement sur la paroi, il y a une deuxième composante non nulle
selon e3 qui a lieu pour les deux écoulements. Pour cet l’ellipsoïde la force totale pour les deux
écoulements s’écrit sous la forme suivante
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Fig. 5.24 – Variation du nouveau coefficient f p13 de la force exercée sur l’ellipsoïde fixe
dans un écoulement de cisaillement parabolique avec condition de glissement sur la paroi.
Les valeurs de ces coefficients sont petites mais non nulles, même si la distance paroi-particule
est grande. Elles croissent lorsque l’ellipsoïde est plus proche de la paroi.
5.4. Résultats pour un ellipsoïde incliné 133
























Fig. 5.25 – Variation du nouveau coefficient f c13 de la force exercée sur l’ellipsoïde fixe
dans un écoulement de cisaillement linéaire avec condition de glissement sur la paroi.
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Lorsque la particule ellipsoïdale se translate selon e1 ou tourne selon e2, nous avons les forces de
rotation et de translation données par les expressions suivantes
Ft = −6πµaf t11U (1)e1 − 6πµaf t13U (3)e3. (5.20)




Ces expressions montrent l’apparition du nouveau coefficient non nul f t13 pour la force de trans-
lation et du nouveau coefficient non nul f r23 pour la force de rotation. On remarque (Fig.5.26)
que le coefficient f t13 est petit mais non nul. Près de la paroi il atteint à une altitude égale 1.2
une valeur maximale de l’ordre de 0.1. Même loin de la paroi ce coefficient est toujours non nul,
il atteint une valeur minimale de l’ordre de 0.02 en ℓa = 10. Alors que la (Fig.5.27) montre que
le nouveau coefficient f r23 près de la paroi en
ℓ
a = 1.2 atteint un maximum huit fois plus grand
que celui de f t13. Loin de la paroi, à partir d’une altitude
ℓ
a égale 5, on voit bien que ce nouveau
coefficient f r23 est presque nul, sa valeur minimale est 9.10
−4 en ℓa = 10.
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Fig. 5.26 – Variation du coefficient f t13 de la force exercée par le fluide sur un ellipsoïde
qui se translate selon e1.
136 Chapitre 5. Résultats pour une sphère et pour un ellipsoïde avec glissement sur la paroi



























Fig. 5.27 – Variation du coefficient f r23 de la force exercée par le fluide sur un ellipsoïde
qui tourne selon e2.
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Lorsque l’ellipsoïde est libre de se mouvoir dans un écoulement parabolique ou dans un écoule-
ment linéaire avec glissement sur la paroi et par raison du non-symétrie la troisième composante




















































Fig. 5.28 – Variation de la nouvelle composante de la vitesse de translation up3 pour un
ellipsoïde libre de se mouvoir dans un écoulement parabolique avec glissement sur la paroi.
Ce nouveau coefficient de la vitesse de translation up3 pour une particule ellipsoïdale libre de se
mouvoir dans un écoulement parabolique avec glissement sur la paroi (Fig.5.28) a pour valeur
maximale 0.0522 atteinte en ℓa = 1.2, alors qu’à partir d’une grande distance paroi-particule
ℓ
a ≥ 5 ce nouveau coefficient est presque nul, il est de l’ordre de 0.0000222.
De même pour le cas où la particule ellipsoïdale est libre de se déplacer dans un écoulement
de cisaillement linéaire avec glissement sur la paroi (Fig.5.29), la nouvelle composante uc3 de la
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vitesse de translation de l’ellipsoïde est petite non nulle près de la paroi, mais à une distance
ℓ
a ≥ 5, ce nouveau coefficient est presque nul, il est de l’ordre de 0.0000153.






















Fig. 5.29 – Variation de la nouvelle composante de la vitesse de translation pour un
ellipsoïde libre de se mouvoir dans un écoulement linéaire avec glissement sur la paroi.








[rσ + σr] − 1
3
I[r.σ])ds (5.24)
Lorsque la particule ellipsoïdale de surface S se translate selon e1, et grâce à la non-symétrie
de la figure, d’autres composantes non nulles du stresslet apparaissent. De même pour le cas où
l’ellipsoïde est en rotation selon e2.
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Fig. 5.30 – Variation de la composante st11 du stresslet lorsque l’ellipsoïde se translate
selon e1 dans un fluide au repos pour différentes valeurs λ entre 0 et 5.





















Fig. 5.31 – Variation de la composante st22 du stresslet lorsque l’ellipsoïde se translate
selon e1 dans un fluide au repos pour différentes valeurs λ entre 0 et 5.
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Fig. 5.32 – Variation de la composante st33 du stresslet lorsque l’ellipsoïde se translate
selon e1 dans un fluide au repos.
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Fig. 5.33 – Variation de la composante sr11 du stresslet lorsque l’ellipsoïde tourne selon
e2 dans un fluide au repos.






















Fig. 5.34 – Variation de la composante sr22 du stresslet lorsque l’ellipsoïde tourne selon
e2 dans un fluide au repos.
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Fig. 5.35 – Variation de la composante sr33 du stresslet lorsque l’ellipsoïde tourne selon
e2 dans un fluide au repos.
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On présente maintenant les résultats concernant les nouvelles composantes non nulles du stresslet
pour un ellipsoïde fixe dans un écoulement de cisaillement parabolique avec glissement sur la paroi
et les résultats du stresslet pour un ellipsoïde fixe dans un écoulement de cisaillement linéaire
avec glissement sur la paroi.




















Fig. 5.36 – Variation de la composante sp11 du stresslet pour un ellipsoïde fixe dans un
écoulement de cisaillement parabolique avec glissement sur la paroi.
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Fig. 5.37 – Variation de la composante sp22 du stresslet pour un ellipsoïde fixe dans un
écoulement de cisaillement parabolique avec glissement sur la paroi.


























Fig. 5.38 – Variation de la composante sp33 du stresslet pour un ellipsoïde fixe dans un
écoulement de cisaillement parabolique avec glissement sur la paroi.
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Fig. 5.39 – Variation de la composante sc11 du stresslet pour un ellipsoïde fixe dans un
écoulement de cisaillement linéaire avec glissement sur la paroi.





















Fig. 5.40 – Variation de la composante sc22 du stresslet pour un ellipsoïde fixe dans un
écoulement de cisaillement linéaire avec glissement sur la paroi.
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Fig. 5.41 – Variation de la composante sc33 du stresslet pour un ellipsoïde fixe dans un
écoulement de cisaillement linéaire avec glissement sur la paroi.
Lorsque la particule ellipsoïdale inclinée se translate dans un fluide au repos, les nouveaux coeffi-
cients du stresslet (Fig.5.30), (Fig.5.31) et (Fig.5.32) ont des valeurs très petites près de la paroi,
aux altitudes 1.2 ≤ ℓa ≤ 5. Lorsque la distance paroi-particule est supérieure ou égale à 5, on voit
que les valeurs de ces coefficients sont presque nulles pour toutes les longueurs de glissement.
Loin de la paroi, le stresslet pour une particule ellipsoïdale inclinée qui se translate dans un fluide
au repos se comporte comme si cette particule ellipsoïdale étant non inclinée, c’est-à-dire que le
stresslet possède une seule composante.
Dans le cas où l’ellipsoïde incliné est en mouvement de rotation dans un fluide au repos, trois nou-
velles composante non nulles du stresslet apparaissent ; elles sont présentées (Fig.5.33), (Fig.5.34)
et (Fig.5.35). Les valeurs des composantes sr11 (Fig.5.33) et s
r
33 (Fig.5.35) sont petites mais non
nulles même loin de la paroi. Alors que la composante sr22 (Fig.5.34) varie en sens contraire de la
longueur de glissement λ, ceci lorsque la distance particule-paroi 1.2 ≤ ℓa ≤ 5. Loin de la paroi et
à partir d’une distance égale 5, cette composante est presque nulle ; elle est de l’ordre de 0.000056
en ℓa = 10.
Lorsque la particule ellipsoïdale inclinée est fixée dans un écoulement parabolique avec une condi-
tion de glissement sur la paroi, les nouvelles composantes du stresslet sont petites mais non nulles.
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Les valeurs de la composante sp11 (Fig.5.36) sont négatives. Lorsque la longueur de glissement
diminue, la valeur de cette composante augmente. Elle atteint sa valeur maximale −0.152336 à
l’altitude ℓa = 3 pour le cas du non-glissement sur la paroi. Les (Fig5.37) et (Fig5.37) montrent
que la deuxième et troisième composante du stresslet sont petites mais non nulles même à une
grande distance de la paroi. La composante sp22 (Fig5.37) atteint ses extremums pour le cas d’une
longueur de glissement grande λ = 5, son minimum est 0.057917 en une altitude ℓa = 1.2 et son
maximum est 0.062659 atteint loin de la paroi. (Fig5.37) montre que cette composante a le même
sens de variation que le glissement, elle a un minimum global en ℓa = 4.5 égale 0.092078 et sa
valeur maximale 0.102611 est atteinte en une distance ℓa = 1.2.
Pour un ellipsoïde incliné fixé dans un écoulement de cisaillement linéaire avec une condition
de glissement sur la paroi, les nouvelles composantes de stresslet sont non nulles même à une
grande distance de de la paroi. La composante décrite par la (Fig.5.39) est négative et croît
en sens inverse du glissement. Pour une longueur de glissement λ ∈ {5, 3, 2, 1.5, 1, 0.7} et à des
petites distances particule-paroi, les portions de ces courbes sont croissantes alors que pour le
cas d’un glissement petit, 0.3, 0.1 ou 0, ces portions de courbes sont décroissantes. Mais loin de
la paroi toutes ces courbes ont la même allure : elles tendent toutes vers une valeur de l’ordre
de 0.085. La (Fig.5.40) montre que la deuxième composante du stresslet est positive non nulle
loin de la paroi. Elle atteint son maximum 0.052935 ( pour un glissement important) et son
minimum 0.028912 ( le cas du non-glissement ) en ℓa = 1.2. Lorsque la longueur de glissement
λ ∈ {0, 0.1} les courbes de variations du stresslet sont croissantes pour toute distance particule-
paroi. Si λ ∈ {5, 3, 2, 1.5, 1, 0.7, 0.3}, les portions des courbes sont décroissantes, alors que loin de
la paroi elles croissent vers une valeur qui est presque la même pour ces valeurs de glissements.
Cette valeur est de l’ordre de 0.0337. Près de la paroi (Fig.5.41), en ℓa = 1.2, la composante
du stresslet atteint son maximum 0.073728 et son minimum 0.045333. Loin de la paroi cette
composante tend vers une valeur de l’ordre de 0.051.
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Conclusion et perspectives
Ce travail concerne l’étude théorique du comportement d’une particule solide dans un écoulement
de cisaillement parabolique d’un fluide newtonien au voisinage d’une paroi sur laquelle s’exerce
une condition de glissement de Navier [26].
Le problème de l’écoulement de Stokes autour d’une particule peut être décomposé en somme de
problèmes concernant des écoulements élémentaires (translation, rotation d’une particule dans
un fluide au repos, écoulement de cisaillement linéaire et parabolique sur une particule fixe).
Chaque écoulement possède une solution en harmoniques sphériques représentées sous forme de
séries en coordonnées bisphériques. Nous avons présenté dans le chapitre 1 une solution origi-
nale pour l’écoulement de cisaillement parabolique. Les coefficients des séries sont solutions de 4
relations de récurrence couplées formant un système linéaire infini. Ce système est résolu par la
factorisation LU qui est bien appropriée car la matrice à inverser est tridiagonale. Nous avons pu
déterminer les coefficients et ainsi la solution avec une grande précision pour différentes valeurs
du glissement et pour des distances particule-paroi jusqu’à des écarts de 0.005/rayon.
Nous avons calculé la vitesse et la pression du fluide et avons obtenu pour la première fois la force
et le couple exercés par le fluide sur une particule sphérique fixe dans un écoulement parabolique
avec glissement sur la paroi. Les résultats sont en bon accord avec ceux obtenus pour le cas
particulier du non-glissement [1].
Le stresslet, qui est le moment symétrique des contraintes sur la particule, est également calculé
en vue de son application à la rhéologie des suspensions. Le stresslet intervient en effet dans le
calcul de la viscosité moyenne d’une suspension diluée dans un écoulement de cisaillement linéaire
et parabolique avec glissement sur la paroi. C’est pourquoi dans le chapitre 2 nous avons calculé
pour la première fois, le stresslet pour une particule sphérique proche d’un plan avec condition
de glissement pour différents écoulement de Stokes. Ces résultats sont exacts et valables à toute
distance entre la paroi et le centre de la particule, sauf au contact. Pour ce calcul nous avons
utilisé les coordonnées bisphériques. Nous avons d’abord obtenu le stresslet pour une particule
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fixe dans un écoulement de cisaillement parabolique et linéaire avec glissement sur la paroi ; puis
pour les écoulements où la sphère est en translation ou en rotation dans un fluide au repos, en
utilisant le théorème de réciprocité. Nous avons alors calculé le stresslet pour une sphère libre
de se mouvoir dans un écoulement parabolique avec un glissement sur la paroi. Nos résultats
coincident avec ceux obtenus par Pasol [1] pour le cas du non-glissement.
Nous avons obtenu à partir des solutions analytiques précédentes des développements asympto-
tiques de la force et du couple exercés par le fluide sur la sphère lorsque la distance paroi-sphère
est grande devant le rayon de la sphère, ceci en écoulement de cisaillement linéaire et parabolique
avec glissement sur la paroi. Nous en avons déduit les formules asymptotiques pour les vitesses de
rotation et translation lorsque la sphère est libre de se mouvoir dans un écoulement parabolique
avec glissement sur la paroi. Nous avons obtenu ces résultats en résolvant le système linéaire
obtenu au premier chapitre par une extension de l’algorithme de Thomas d’inversion d’une ma-
trice tridiagonale. Pour cet algorithme, le temps de calcul est proportionnel au nombre de termes
dans la série. Il est ainsi possible d’obtenir un grand nombre de termes qui sont nécessaires pour
résoudre la situation où la sphère est plus proche de la paroi avec glissement. Sur le plan théo-
rique, l’algorithme pour résoudre ce type de système linéaire infini peut être appliqué à d’autres
problèmes résolus avec la technique des coordonnées bisphériques (en particulier le problème des
écoulements asymétriques) de façon à obtenir des résultats pour de petits écarts entre les surfaces.
Dans une deuxième partie de ce travail, nous avons traité le problème d’une particule de forme
arbitraire en écoulement parabolique avec glissement à la paroi par la méthode des éléments
de frontière. Pour ce faire, nous avons d’abord calculé, dans le chapitre 3, le tenseur de Green
du problème associé. Ce tenseur obéit aux équations de Stokes et à la condition de glissement
sur la paroi. Il intervient dans l’expression de la vitesse sous forme d’une équation intégrale.
On explique dans le chapitre 4 la méthode de résolution de cette équation intégrale au moyen
des éléments de frontière. Cette approche consiste à discrétiser la surface de la particule en un
nombre suffisant de facettes triangulaires pour fournir au moins autant d’équations que la pro-
blème discret compte d’inconnues. En utilisant cette méthode, nous avons retrouvé pour une
particule sphérique nos résultats obtenus par le calcul en coordonnées bisphériques. Ces résultats
sont en excellent accord. Cette comparaison est d’autant plus précise que le nombre de noeuds
dans le maillage est élevé. Nous avons présenté ces résultats et ces comparaisons dans le chapitre
5.
Le méthode des coordonnées bisphériques est limitée aux particules sphériques. En ce qui concerne
les particules non-sphériques près d’une paroi avec glissement, le problème hydrodynamique peut
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être résolu par la méthode des éléments de frontière. Nous avons obtenu pour la première fois
des résultats pour une particule ellipsoïdale dans un écoulement de cisaillement parabolique près
d’une paroi sur laquelle s’exerce une condition de glissement. La comparaison des résultats pour
une sphère et un ellipsoïde de même volume montre que certains coefficients de frottements sont
très sensibles à la forme des particules. Puis, en utilisant la méthode des éléments de frontière
nous avons étudié le cas d’un ellipsoïde incliné. Nous avons donné des résultats analytiques pour
de nouveaux coefficients non nuls qui apparaissent à cause de la non-symétrie de la figure.
Les résultats obtenus pour la vitesse de rotation et de translation de la sphère fixe dans l’écoule-
ment parabolique avec glissement sur la paroi, peuvent être appliqués en chimie analytique aux
méthodes de séparation.
Les résultats obtenus pour le stresslet sur une sphère libre de se déplacer dans un écoulement
parabolique avec une condition de glissement sur la paroi permettent de calculer la viscosité
moyenne d’une suspension diluée de sphères.
Pour l’ellipsoïde, on pourrait calculer les forces, les couples et les stresslets dans le cas où l’orien-
tation est quelconque, et considérer ensuite le cas d’un ellipsoïde libre de se mouvoir dans un
écoulement parabolique près d’une paroi sur laquelle s’exerce une condition de glissement.
Ces résultats pour des ellipsoïdes près d’une paroi avec glissement offrent diverses perspectives
d’applications en chimie analytique, en génie chimique et en biologie.
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